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Abstrat
Le travail présenté dans ette thèse est onsaré à la modélisation de la dynamique de
loomotion des "soft robots", i.e. les systèmes multi-orps mobiles ompliants. Ces om-
plianes peuvent être loalisées et onsidérées omme des liaisons passives du système, ou
bien introduites par des exibilités distribuées le long des orps.
La dynamique de es systèmes est modélisée en adoptant une approhe Lagrangienne
basée sur les outils mathématiques développés par l'éole amériaine de méanique géomé-
trique. Du point de vue algorithmique, le alul de es modèles dynamiques s'appuie sur
un algorithme réursif et eae de type Newton-Euler, ii étendu aux robots loomoteurs
munis d'organes ompliants. Poursuivant des objetifs de ommande et de simulation ra-
pide pour la robotique, l'algorithme proposé est apable de résoudre la dynamique externe
direte ainsi que la dynamique inverse des ouples internes.
An de mettre en pratique l'ensemble de es outils de modélisation, nous avons pris le
vol battant des insetes omme exemple illustratif. Les équations non-linéaires qui régissent
les déformations passives de l'aile sont établies en appliquant deux méthodes diérentes.
La première onsiste à séparer le mouvement de l'aile en une omposante rigide dite de
"repère ottant" et une omposante de déformation. Cette dernière est paramétrée dans le
repère ottant par la méthode des modes supposés ii appliquée à l'aile vue omme une
poutre d'Euler-Bernoulli soumise à la exion et à la torsion. Quant à la seonde approhe,
les mouvements de l'aile n'y sont pas séparés mais diretement paramétrés par les transfor-
mations nies rigides et absolues d'une poutre Cosserat. Cette approhe est dite Galiléenne
ou "géométriquement exate" en raison du fait qu'elle ne requiert auune approximation
en dehors des inévitables disrétisations spatiale et temporelle imposées par la résolution
numérique de la dynamique du vol. Dans les deux as, les fores aérodynamiques sont prises
en ompte via un modèle analytique simplié de type Dikinson. Les modèles et algorithmes
résultants sont appliqués à la oneption d'un simulateur du vol, ainsi qu'à la oneption
d'un prototype d'aile, dans le ontexte du projet oopératif (ANR) EVA.

Introdution générale
Le rêve de la robotique depuis ses origines dans les années 1960 est sans onteste e-
lui de réaliser la mahine autonome, 'est-a-dire une mahine apte à perevoir, interpréter,
déider et agir sur son environnement de manière adaptée sans interventions de l'être hu-
main. Pour atteindre et objetif, la robotique s'est au départ engagée dans une oneption
anthropoentrique de l'autonomie vue omme le privilège d'une mahine alulatoire : le
erveau. Ce premier paradigme, onnu sous le nom d'intelligene artiielle, a produit de
nombreux résultats lés pour la robotique mais dans les années 1980-1990, fore a été de
onstater que nos robots étaient loin d'être autonomes omparés, aux hommes et même
aux animaux les plus "élémentaires". Sur la base de e onstat, la robotique s'est en partie
réorientée vers d'autres façons de penser l'autonomie. En partiulier, partant de l'exemple
des animaux les plus simples, un renversement paradigmatique du erveau vers le orps
s'est produit autour de la philosophie de "l'embodiment" [130℄. Dans ette perspetive, le
orps animal ou artiiel, n'est plus vu omme un simple véhiule mais omme un élément
partiipant ativement à l'autonomie. En travaillant ave les biologistes, les robotiiens ont
ommené à intensément exploiter la morphologie des robots an d'utiliser les synergies
entre ation et pereption omme le font les animaux. Dans la ontinuité de es idées, la
robotique bio-inspirée s'oriente aujourd'hui vers la onstrution d'une nouvelle génération
de robots appelés "soft robots" dont la struture méanique intègre des organes volontaire-
ment ompliants. Ces exibilités introduisent des degrés de liberté internes passifs jouant
un rle lé dans la loomotion. En eet, ette passivité permet d'extraire de l'énergie du
milieu environnant et de la stoker (dans ertains degrés de liberté internes) avant de la
réutiliser utilement pour générer des fores loomotries. En partiulier, dans le régime pé-
riodique, elle permet d'éonomiser l'énergie dépensée tandis que dans le régime transitoire,
elle permet d'augmenter la puissane instantanée des ationneurs au-delà de leurs apaités
intrinsèques. Qui plus est, es omplianes ontribuent à alléger et à simplier le design et
les lois de ommande des robots, et in ne, améliorent les performanes globales en terme
de man÷uvrabilité et de dextérité.
Aussi, les modèles mathématiques dérivant les performanes dynamiques de ette nou-
velle génération de systèmes ompliants sont de plus en plus omplexes. En onséquene,
nous avons besoin aujourd'hui d'outils eaes an d'aider les robotiiens à modéliser,
onevoir et ommander ette lasse partiulière de robots. Dans ette perspetive, l'obje-
tif du travail présenté dans e manusrit est de mettre au point une approhe générale et
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uniée permettant de modéliser la dynamique de la loomotion ompliante des systèmes
mobiles multi-orps (MMS).
Ce doument s'artiule de la manière suivante. Le premier hapitre est onsaré à l'étude
bibliographique de la soft robotique. Nous nous intéressons partiulièrement aux dernières
avanées en e domaine ainsi qu'aux origines biologiques et aux expliations physiques des
performanes remarquables des robots souples omparées à elles des robots rigides onven-
tionnels. Ensuite, nous nous foalisons sur un type partiulier des "soft robots" i.e. les miro-
robots volants à ailes battantes déformables bio-inspirées de l'insete. Nous examinons les
prototypes opérationnels les plus avanés, l'anatomie de leur soure de bio-inspiration (i.e.
les insetes), ainsi que les phénomènes aérodynamiques gouvernant la prodution des fores
propulsives générées par es espèes.
Dans le deuxième hapitre, nous introduisons l'approhe générale utilisée dans ette thèse
pour traiter le problème de la loomotion des systèmes multi-orps mobiles. En onnaissant
l'évolution temporelle des degrés de liberté internes, ette approhe est apable de résoudre
la dynamique externe du robot, i.e. déterminer le mouvement d'ensemble ou le "net mo-
tion", ainsi que la dynamique inverse interne, i.e. aluler le hamp des eorts et ouples
internes. Pour ela, nous adoptons un formalisme Lagrangien basé sur les outils mathéma-
tiques développés par l'éole Amériaine de méanique géométrique. Ces outils abstraits
sont appliqués d'abord sur une large gamme de systèmes multi-orps mobiles dont les orps
onstitutifs sont supposés rigides, puis étendus progressivement, dans le troisième hapitre,
au as des "soft robots" équipés d'organes ompliants. Ces omplianes peuvent être loali-
sées et onsidérées omme des liaisons passives du système, ou au ontraire, introduites par
des exibilités distribuées le long des orps. Ce adre méthodologique Lagrangien général
va nous permettre de montrer la struture géométrique ommune partagée par des modes
de loomotion très diérents.
Bien que ette formulation Lagrangienne du problème de la loomotion permet d'avoir
une vue générale et synthétique du système étudié, elle soure, du point de vue algorith-
mique, d'une ertaine faiblesse. En eet, lorsque le nombre de degrés de liberté internes
augmente, les modèles Lagrangiens deviennent de plus en plus lourds à manipuler même
numériquement. Pour palier e manque, nous allons substituer la formulation Lagrangienne
par l'approhe réursive dite de Newton-Euler. Cette dernière est basée sur le fameux al-
gorithme inverse de Luh et Walker [171℄ initialement onçu pour les manipulateurs rigides.
Poursuivant des objetifs de ommande et de simulation rapide pour la robotique, nous
proposons dans ette thèse une généralisation de et algorithme au as des MMS ompliants
permettant de aluler eaement les dynamiques interne et externe des strutures robo-
tiques arboresentes munies de orps exibles et/ou de degrés de liberté internes loalisés
non-ationnés.
An de mettre en pratique l'ensemble de es outils de modélisation, nous avons pris l'un
des exemples les plus avanés en loomotion ompliante bio-inspirée, i.e. elui des robots
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volants à ailes battantes déformables inspirées de l'insete. Les équations non-linéaires qui
régissent les déformations passives de l'aile sont établies en appliquant deux méthodes dif-
férentes. La première méthode est traitée dans le quatrième hapitre. Elle est basée sur le
prinipe de séparation des mouvements rigides et élastiques de l'aile, et onsidère les dé-
formations omme des perturbations des mouvements d'ensemble de ette dernière. Cette
séparation des mouvements est eetivement réalisée via l'utilisation de ongurations de
référene mobiles dites "ottantes" par rapport auxquelles sont évaluées les déformations
ourantes par la méthode des modes supposés ii appliquée à l'aile vue omme une poutre
inextensible d'Euler-Bernoulli soumise à la exion et à la torsion.
Une fois l'approximation modale obtenue, nous pousserons plus en avant nos investiga-
tions sur l'aile dans le inquième hapitre. En eet, la seonde méthode est plus ambitieuse,
ar elle onsiste à diretement résoudre la dynamique de l'aile ontinue et non elle de sa
rédution modale. Ainsi, les mouvements de l'aile n'y sont pas séparés mais diretement
paramétrés par les transformations nies rigides et absolues d'une poutre Cosserat. Cette
approhe non-linéaire est dite Galiléenne ou "géométriquement exate" en raison du fait
qu'elle permet de prendre en ompte les grands déplaements de déformation sans auune
approximation des rotations, exepté les inévitables disrétisations spatiale et temporelle
imposées par la résolution numérique de la dynamique du vol. Qui plus est, les fores aé-
rodynamiques générées par l'aile sont alulées via un modèle analytique simplié de type
Dikinson où le vortex du bord d'attaque (LEV), la masse ajoutée et l'eet de la rotation
rapide de l'aile en n de ourse sont pris en ompte. Enn, la dynamique de l'aile, elle du
thorax et le modèle aérodynamique sont intégrés dans l'algorithme réursif que nous avons
proposé an de simuler la dynamique externe du vol de l'insete virtuel (ave un modèle
très réaliste de ses ailes), ainsi que la dynamique des ouples et eorts internes auxquels
es dernières sont soumises. Finalement, dans le ontexte du projet oopératif (ANR) EVA,
les modèles et les algorithmes que nous avons proposés sont appliqués à la oneption et la
réalisation d'une aile artiielle destinée à équiper le prototype du robot volant EVA, ainsi
qu'à la mise au point d'un simulateur rapide de sa dynamique du vol. Ce travail s'ahèvera
par une onlusion générale soulignant les perspetives en matière de modélisation de la
loomotion ompliante et ses appliations au vol battant bio-inspiré de l'insete.

1Revue bibliographique et ontexte
général du travail : de la robotique
bio-inspirée à la "soft robotis"
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1.1 La soft robotis
L'idée générale de la "soft robotis" est de ne plus subir les déformations omme des
parasites mais au ontraire d'en tirer prot pour résoudre des problèmes de robotique. Cette
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idée en pleine expansion, va don à ontre-ourant de l'anien dogme prnant omme unique
solution à la préision : la raideur, et don par voie de onséquene le poids. Cette idée a été
en grande partie enouragée par la bio-robotique et ses onnetions ave la bioméanique
en partiulier au travers des travaux de biologistes tels Alexander [10℄, qui dès les années
80 ont étudié et montré omment les animaux exploitent intensivement les omplianes de
leur orps pour résoudre des problèmes de loomotion. Aussi, an d'introduire e domaine,
nous ommenerons par rappeler les onlusions de es travaux en biologie.
1.1.1 Les leçons de la biologie en matière de loomotion ompliante
Tout d'abord, ertains animaux utilisent des organes ompliants passifs ayant un rle
déterminant dans la loomotion. C'est notamment le as des organes servant de surfaes
portantes au sens de la dynamique des uides, tels les nageoires audales des poissons et les
ailes des insetes [54℄. Dans e as, la ompliane permet d'introduire des degrés de liberté
utiles sans pour autant ajouter d'ationnement. Pour le robotiien, l'exploitation de ette
idée lui permet de onevoir des robots à l'arhiteture méanique plus simple, plus légère,
moins outeuse. Par exemple dans le as de la nage on peut montrer que la rédution du
nombre d'ationneurs au prot d'un organe ompliant passif d'impédane bien réglé par
rapport au rythme des ondulations du orps et à la masse volumique du uide ambiant
est en général un fateur d'amélioration des performanes énergétiques [101℄. Outre que
de simplier la oneption, les omplianes peuvent aussi aider au ontrle. Par exemple,
dans la loomotion à pattes, en ajoutant des feedbak méaniques, elles peuvent notamment
ontribuer à la stabilité de la loomotion en onstituant une ouhe passive ou " préexe "
en périphérie de la ouhe réexe, de nature ative [83℄. Plus enore, elles peuvent expliquer
ertaines performanes de man÷uvrabilité. Par exemple, une équipe Amériaine a montré
qu'en ontrlant sur de très faible amplitude l'angle de repos d'une raideur thoraique à
la base de l'aile (et dans l'axe de son envergure), la mouhe drosophile est à même d'ef-
fetuer des retournements spetaulaires (à 1800 en une fration de seonde), man÷uvres
qui demanderaient une grande sophistiation si elles étaient traitées omme un problème de
ontrle non-linéaire [20℄. Cet exemple est une exellente illustration de la philosophie de
l'embodiment, et notamment du onept de morphologie omputationnelle [131℄, puisqu'un
problème de loomotion qui aurait requis autrement une grande omplexité neuronale est
ii résolu par un moyen semi passif enodé dans la morphologie de l'ationnement de l'aile.
Ce type d'astue déouvert par la nature au ours de son évolution se renontre assez fré-
quemment hez les êtres vivants. Qui plus est, il montre à quel point la oneption, ii prise
en harge par les lois de l'évolution, joue un rle déisif dans e que nous appelons l'auto-
nomie. Dans le langage de l'embodiment, 'est e que l'on nomme l'intelligene inarnée,
ou " embodied intelligene ". Un autre avantage des omplianes, ruial en loomotion est
elui onsistant à les utiliser omme des aumulateurs temporaires d'énergie méanique que
l'animale reharge et déharge selon un timing visant à augmenter ses performanes. Ainsi,
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Figure 1.1  Les diérents modèles énergétiques (ou "templates") de loomotion dans
la gravité : (gauhe-haut) la brahiation, (gauhe-bas) la ourse, (droite) la grimpe. Ces
templates donnent aès au prinipe de la loomotion à pattes en rendant ompte du prinipe
de la dynamique du entre de masse.
les truites peuvent remonter le ourant sans auun eort en extrayant l'énergie ontenue
dans les vortex lâhés derrières les obstales ou par des ongénères [101℄. Dans e as, l'ani-
mal ajuste la raideur de son orps de manière à aorder sa fréquene naturelle sur elle du
lâhé des vortex de l'éoulement ambiant [17, 97℄. De la même manière, la fréquene natu-
relle des ailes d'insetes est en général aordée sur la fréquene de battement [10℄. Sur terre,
les vertébrés rebondissent littéralement sur les ressorts de leurs tendons [141℄. Du point de
vue de l'ationneur musulaire, les raideurs peuvent agir en parallèle ou en série [10℄. Les
tendons agissent en série tandis qu'une partie des tissus musulaires eux même, agissent en
parallèle [141℄. Dans le as du premier montage le rendement est optimal si le réglage est ré-
sonnant, i.e. si la raideur est aordée sur la fréquene des rythmes musulaires, puisqu'alors
le musle n'a plus qu'à lutter ontre les dissipations ou plus généralement les fores résistives
produites par le milieu (telles les fores de traînée dans le as de la nage), tandis que l'énergie
méanique se onvertit tour à tour en énergie inétique et potentielle (de déformation) de
manière passive [10℄. Le montage en série, onduit lui aussi à augmenter les performanes
moyennant un aord de la ompliane sur les rythmes musulaires [19℄. Finalement, l'idée
qui préside à es prinipes est que les animaux ont développé des stratégies leur permettant
d'entretenir des osillateurs non-linéaires passifs générateurs des allures de loomotion dé-
sirées. C'est d'ailleurs es prinipes qu'illustrent les modèles énergétiques simpliés évoqués
dans la littérature de la loomotion sous le nom de "templates" tel le SLIP proposé par
Raibert [136℄ (.f. Fig. 1.1). Outre l'aspet énergétique, la fontion aumulation d'énergie
des omplianes permet également de restituer es énergies sur des durées plus ourtes que
elles requises par leur hargement et ainsi d'augmenter les puissanes instantanées au-delà
des possibilités des musles assoiés [141℄. L'exemple emblématique de e prinipe est l'eet
atapulte permettant aux insetes sauteurs, telle la pue, de démultiplier leur fores musu-
laires [122℄. Inversement, la même fontion aumulation permet aux omplianes d'absorber
les hos en aumulant rapidement l'énergie inétique sous forme élastique avant qu'elle ne
soit dissipée dans les tissus [10℄. Finalement, ette dernière fontion est diretement liée au
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onept d'impédane que nous allons à présent détailler.
1.1.2 Dernières avanées en soft robotis : le ontrle d'impédane
La robotique industrielle s'est, dès ses origines, orientée vers la ommande en position
ave omme unique solution à la préision : la rigidité. Dans e as, lorsque le robot est en
ontat ave l'environnement, la moindre impréision entraine l'apparition d'eorts impor-
tants dangereux pour le robot et son environnement. Partant de e onstat, les robotiiens
ont herhé à ontrler les eorts. Néanmoins, en raison des diultés soulevées par les
prinipes de la ommande en eort (en partiulier, liées à la stabilité), la solution qui a
progressivement émergée onsiste à ne plus ommander les fores ou les mouvements sépa-
rément (omme le préonise la ommande hybride) mais au ontraire les relations qui les
lient [174℄. Ce onept s'instanie dans la ommande en raideur dans le as statique et plus
généralement la ommande en impédane. Pour la loomotion à pattes par exemple, il est
essentiel de ne pas seulement ontrler les mouvements, mais aussi les eorts. C'est eux qui
onditionnent la stabilité du système. Qui plus est, des questions de séurité des équipe-
ments et des personnes (interation ave l'homme) sont autant de raisons supplémentaires
de ontrler les robots en fore. Hors si la ommande en mouvement est depuis l'origine de
la robotique une pratique maîtrisée, la ommande en fore renontre un obstale tehnolo-
gique majeur. Lorsqu'un ationneur (+ transmission) ationne une harge (typiquement le
segment d'un robot), à la fore rélamée par la harge s'ajoute une fore parasite introduite
par les défauts physiques de la transmission (inerties, raideurs, frottements, jeux, stition...).
Cette fore, ou harge parasite (dans e as, la harge est vue de la sortie de l'ationneur)
est typiquement elle que l'on ressent lorsque l'on saisit le segment d'un robot à la main, et
qu'on le met en mouvement [134℄. Au ontraire, une transmission idéale ou " transparente "
ne produirait auune harge parasite, et serait dite réversible. Dans la pratique, ette fore
parasite se quantie pour haque ouple " ationneur-transmission " par la donnée de :
 l'impédane,
 la bande passante,
 la stition.
Les deux premiers quantiateurs rendent ompte des eets linéaires des parasites (inerties,
raideurs, frottements visqueux). Le troisième rend ompte de la fore minimale que l'ation-
neur + transmission peut produire pour qu'il y ait mouvement, 'est-à-dire du phénomène
nonlinéaire de stition. L'impédane est le module de la fore parasite d'origine linéaire fon-
tion de la fréquene du mouvement de la harge, tandis que la bande passante représente
la fréquene de oupure au-delà de laquelle l'ationneur + transmission (ltre passe bas) ne
transmet plus la fore à la harge (segment). Idéalement, un ationneur + transmission idéal
introduirait une impédane nulle, une fore de stition nulle, et une bande passante innie.
Il permettrait ainsi à un robot à patte de ltrer les perturbations produites par les reliefs
du terrain (de hautes fréquenes et faibles amplitudes). En omparaison ave la nature, les
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Figure 1.2  L'humanoïd Justin, une solution à la manipulation mobile (dextre).
musles des animaux ont une impédane et une stition extrêmement faible, ainsi qu'une
bande passante modérément élevée, e qui en fait les meilleurs ationneurs onnus à e jour.
Pour reproduire les propriétés des musles, l'approhe fontionnelle du DLR
1
est embléma-
tique de l'intérêt de la bio-inspiration. En eet, en ollaboration ave des biologistes, e
laboratoire s'est engagé depuis les années 1990 dans la ommande d'impédane des bras
manipulateurs (.f. Fig. 1.2) [56℄, mains et bras [71℄, et enn humanoids (Fig. 1.3 (a)) [176℄.
L'approhe du DLR prend son origine dans la robotique lassique des années 1980 dont
l'objet était de s'aranhir par la ommande des exibilités parasites des haînes de trans-
mission, typiquement elles introduites par les Harmoni Drives [159℄. Grâe à un retour
des eorts après la rédution, les herheurs du DLR ont développé un jeu de ontrleurs
leur permettant de ompenser les parasites intrinsèques des transmissions en les remplaçant
par des omportements ompliants ommandés [8℄. La stabilité (au sens de Lyapunov) de
es ontrleurs est assurée par des arguments de passivité liés à la onstrution d'énergies
potentielles virtuelles venant modier les ontributions intrinsèques imposées par la mé-
anique. Anrés dans l'approhe bio-inspirée depuis leurs origines, es travaux ont permis
de produire et ommerialiser le premier robot léger à impédanes ontrlées, le LWR [56℄.
Néanmoins, es résultats ont depuis lors montré leurs limites. En partiulier, es ommandes
sont insusamment réatives pour pouvoir absorber eaement l'énergie d'un ho et ainsi
protéger le robot [8, 148℄. Pour répondre à e problème, une idée originale est apparue dans
la ommunauté des robots à pattes, suite notamment à l'inuene des bio-méaniiens, tel
Alexander [10℄. Elle onsiste à introduire volontairement un organe ompliant en série et en
aval de la rédution [134℄. Cet organe est apable d'absorber les fores imprévues avant que
ne puisse le faire l'approhe ommandée. Dans le as de la loomotion à pattes, es artiu-
lations intrinsèquement ompliantes permettent de ltrer les irrégularités du terrain, dans
le as de la oopération homme-robot, elles absorbent les hos, protégeant ainsi l'homme
1
Le DLR (Deutshes Zentrum für Luft- und Raumfahrt e.V.) est le entre aérospatial allemand.
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(a)
(b)
Figure 1.3  (a) Shéma de prinipe des ationneurs à omplianes intrinsèques variables :
ationneurs à âbles inspirés des systèmes musulo-tendons [72℄ ; (b) Système de poulies-
tendons de la main du DLR [176℄.
et le robot. Entre autre avantage à l'approhe, l'introdution de ette ompliane volontaire
permet de remplaer la mesure de l'eort par elle d'une déformation, mieux maîtrisée et
moins outeuse [134℄. Basée sur e retour, une simple boule loale permet d'asservir l'ef-
fort en sortie de transmission. En plus d'absorber les hos, le dispositif résultant est préis
en fore, et permet de générer de très faibles impédanes. Néanmoins, il ne permet pas de
ontrler à la fois les mouvements et les impédanes. Pour ela, le DLR s'est diretement
inspiré des musles pour développer une seonde génération de robots, dite "à ompliane
intrinsèques". Les musles ne pouvant travailler qu'en ontration, tout degré de liberté d'un
vertébré est ationné par la mise en parallèle d'une paire de musles dits antagonistes [72℄
(.f. Fig. 1.3 (a)). Partant de la main, les herheurs ont proposé de remplaer les tradition-
nels axes de robot ationnés par un unique moteur, par un ouple de moteurs ationnant
un même degré de liberté artiulaire en parallèle. Cette redondane permet de ontrler à
la fois le mouvement (généré par la omposante ommune de la fore produite par l'ation-
neur) et la ompliane vue de l'artiulation (générée par la omposante diérentielle). Pour
que la fore produite par les moteurs en opposition puisse inuener la ompliane, il faut
néessairement que la raideur du système vue de la harge soit non-linéaire. En eet ça n'est
que dans e as, qu'une raideur est fontion de la fore qu'elle transmet. Aussi, l'astue du
prinipe onsiste en un système basé sur un ressort linéaire érasé (dont on mesure l'exten-
sion pour en déduire la fore) par un méanisme introduisant une inématique non-linéaire
[169℄. Ce prinipe est notamment mis en ÷uvre dans la oneption des doigts de la main
du DLR, ationnée par un système de âbles antagonistes dont le prinipe est illustré sur la
Fig. 1.3 (b).
1.2 Les miro-robots volants bio-inspirés : MAVs
Après avoir introduit le adre général dénissant la soft robotis et ses avantages, nous
allons nous onsarer dans le reste de e hapitre à l'appliation de es onepts au as des
robots volants à ailes battantes ompliantes, bio-inspirés et appelés MAVs (Miro Aerial
Vehiles).
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(a)
(b)
()
Figure 1.4  (a) Le RoboBee de Harvard Mirorobotis Laboratory ; (b) Le DelFly de Delft
University ; () Le MAV développé à Cornell Creative Mahines Lab.
Les MAVs bio-inspirés sont des miro-engins aériens apables de voler, man÷uvrer, ol-
leter des informations et agir dans des milieux opaques, sales et dangereux. Cette appel-
lation est née à la n des années 1990 lorsque l'agene amériaine de reherhe DARPA
(Defense Advaned Researh Projets Ageny) a déni les MAVs omme étant des robots
volants pouvant atteindre une altitude de 150 mètres et un rayon d'ation de 10 km. Ces
engins volants sont aratérisés par une envergure maximale de 15 m, une vitesse de vol
de 15 à 20 m.s
-1
et un poids total au déollage de 100 grammes dont 20 grammes de harge
utile (améras, déteteurs, et) [112, 156℄. Durant es deux dernières déennies, le dévelop-
pement de tels miro-robots à mobilisé de nombreux herheurs de diérentes disiplines :
biologistes, robotiiens, aérodynamiiens, ... et plusieurs prototypes ont vu le jour. Dans e
qui suit, nous relatons quelques exemples de MAVs, parmi les plus réussis.
L'un des pionniers en e domaine est sans onteste R. J. Wood du Harvard Mirorobotis
Laboratory. Son premier prototype de robot insete bio-inspiré de l'abeille, nommé RoboBee
[178℄, a pu déoller en 2007 dans des onditions très spéiques : il était alimenté par un l,
ontraint à se déplaer selon une seule diretion (vertiale) et n'était pas ontrlé. Depuis,
de nombreuses améliorations lui ont été apportées, aboutissant à l'un des plus petits MAVs
opérationnels à e jour (son envergure totale est de 3 m et sa masse est de 80 milligrammes
seulement [105℄). Le RoboBee (.f. Fig. 1.4 (a)) est équipé d'ationneurs piézoéletriques
permettant d'exiter indépendamment les ailes à des fréquenes pouvant aller jusqu'à 120
Hz. Du point de vue de la man÷uvrabilité, le RoboBee est apable de réaliser des vols
stationnaires ainsi que des mouvements retilignes latéraux. L'une des perspetives de es
travaux onsiste à fabriquer une olonie entière d'abeilles robotiques an de vérier si elles
peuvent reproduire le omportement olletif d'un essaim d'abeilles.
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(a)
(b)
Figure 1.5  (a) Le Nano Hummingbird bio-inspiré du olibri ; (b) Les axes de roulis (Roll),
tangage (pith), laet (yaw) [90℄.
Un autre prototype remarquable est le DelFly développé à l'Université de Delft [49℄ (Fig.
1.4 (b)). Ce MAV téléguidé peut voler horizontalement ave une vitesse d'avane de 15 m.s
-1
,
eetuer des vols stationnaires et même reuler ave une vitesse de -0.5 m.s
-1
. La stabilité
de e prototype est assurée par une queue similaire à l'empennage
2
des avions à voilures
xes. Lors de la ompétition IMAV 2008, et à l'aide d'une améra embarquée, le DelFly
a pu suivre une trajetoire marquée sur le sol tout en gardant une altitude xe. Ce fut le
premier vol autonome réalisé par un MAV à ailes battantes. Contrairement au RoboBee, les
quatre ailes du DelFly sont ationnées simultanément par un petit moteur brushless et la
transmission est assurée par un méanisme de type vilebrequin (rank-shaft). Il est à noter
qu'il existe d'autres prototypes similaires au DelFly (i.e. utilisant la même onguration des
ailes et le même prinipe d'ationnement) tels que l'ornithoptère de Wright State University
[1℄ ou enore elui développé dans le groupe de Hao Liu à Chiba University [2, 153℄.
Les herheurs du Cornell Creative Mahines Lab, ont développé un miro robot vo-
lant dont les quatre ailes et les autres parties méaniques sont fabriquées en utilisant un
proédé d'impression 3D [140℄. Ce MAV pesant 3.89 grammes est apable d'eetuer un
vol stationnaire passivement stable (sans ontrle) grâe à l'ajout de deux voilures plaées
vertialement en haut et en bas du prototype (.f. Fig. 1.4 ()). Ces voilures permettent au
MAV de se stabiliser et de se redresser passivement même dans des as extrêmes où il est
lâhé à l'envers (i.e. la tête vers le bas).
Le Nano Hummingbird est un projet nané par la DARPA et réalisé par la ompagnie
AeroVironment. Ce projet a pour but de onstruire un robot volant téléguidé et bio-inspiré
du olibri (.f. Fig. 1.5(a)). Ce mini engin volant, aratérisé par une masse de 19 grammes
et une envergure totale de 16.5 m [90℄, est unique en son genre. Il se démarque des autres
2
L'empennage est l'ensemble des plans xes et mobiles installés à la queue d'un avion lui assurant la
stabilité en tangage et en laet.
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Figure 1.6  La man÷uvrabilité du Nano Hummingbird [90℄ : (a) Le méanisme de réglage
de la distribution de la torsion le long de la voilure ; (b) Les méanismes du ontle de roulis,
de tangage et de laet.
MAVs, tels que le RoboBee et le DelFly, par ses ailes exibles. Ces dernières lui permettent de
faire preuve d'une endurane remarquable : 11 minutes de vol stationnaire ave une fréquene
de battement de 30 Hz et une vitesse de 6.7 m.s
-1
. Outre la exibilité de ses ailes, e qui
distingue le Nano Hummingbird des autres MAVs est sa apaité de vol gyrosopiquement
stable, i.e. la propulsion et le ontrle de e robot-olibri sont assurés par le mouvement
des ailes uniquement (sans auun empennage). En eet, en plus du vol stationnaire préis,
le Nano Hummingbird est apable de voler horizontalement dans toutes les diretions, de
déoller et d'atterrir vertialement, ainsi que de naviguer en plein air sous de légères rafales
de vent.
Du point de vue de la méanique du vol, la grande man÷uvrabilité de e robot est
assurée par les moments générés indépendamment autour des axes de tangage (ou pith en
anglais), de roulis (roll) et de laet (yaw) (voir Fig. 1.5(b)). En eet, un dispositif situé à
la base de l'aile permet le déplaement du veteur de la portane moyenne en avant ou en
arrière du entre de masse du prototype induisant ainsi un mouvement de tangage. Quant
au mouvement de roulis, il est généré en déplaçant le veteur de la portane moyenne à
droite ou à gauhe du entre de masse du robot. Finalement, le moment de laet est obtenu
en produisant un éart entre la poussée moyenne fournie par l'aile droite et elle produite
par l'aile gauhe.
Tehniquement, le ontrle du tangage et du roulis est assuré par elui de la distribution
de déformation de torsion le long de l'aile. Pour ela, haque aile du Nano Hummingbird
est équipée d'un espar vertial attahé à sa base (voir Fig. 1.6(a)). Lors du vol, l'angle
formé entre le bord d'attaque (autour duquel l'aile peut tourner librement) et l'espar peut
être modié, en tirant sur e dernier, à l'aide d'un méanisme dédié à et eet (voir Fig.
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1.6(b)). Ainsi, la tension, et par suite, la raideur de torsion de la voilure de l'aile s'en trouvent
modulées en fontion de la diretion du mouvement de l'espar. Autrement dit, la distribution
de la torsion le long de l'aile est modiée de telle sorte que les fores aérodynamiques générées
produisent les moments de tangage et de roulis attendus. Le moment de laet quant à lui,
est généré en jouant sur l'inlinaison des plans de battement des ailes (i.e. leurs orientations
par rapport au orps du robot) de manière opposée. En eet, durant le mouvement d'arrière
en avant, le plan de battement de l'aile droite est légèrement inliné vers le haut, alors que
elui de l'aile gauhe l'est vers le bas, et inversement pour le mouvement d'avant en arrière.
Ainsi, la portane fournie par l'aile droite est légèrement supérieure à elle produite par
l'aile gauhe, e qui génère une rotation autour de l'axe du laet.
1.3 Le projet EVA : Entomoptère Volant Autonome
La robotique bio-inspirée en général, et l'étude des MAVs en partiulier, sont atuelle-
ment des domaines très atifs et très onurrentiels à l'éhelle internationale. Comme nous
venons de le voir dans la setion préédente, plusieurs prototypes ont été onçus et réalisés
ave suès tels que le RoboBee, le DelFly et le Nano Hummingbird. Cté français, les ativi-
tés de reherhe menées sur les miro-drones bio-inspirés sont en revanhe restées jusqu'à e
jour relativement limitées. Cependant, quelques projets et laboratoires se sont lanés dans
l'aventure, tel le Projet Fédérateur de Reherhe REMANTA de l'ONERA [138℄, le projet
OVMI à l'IEMN de Lille [27℄, le projet ROBUR de l'équipe AnimatLab à l'UPMC [50℄ ou
enore le laboratoire GIPSA-Lab de Grenoble [77℄, le LEA de Poitiers [86℄ et le PMMH de
l'ESPCI [139℄.
Pour essayer de rattraper e retard, le projet pluridisiplinaire EVA (Entomoptère Vo-
lant Autonome), nané par l'Agene Nationale de la Reherhe (ANR), a pour objetif
ambitieux non seulement de modéliser, de onevoir et de onstruire un miro robot à ailes
battantes d'envergure inférieure à 10m et de masse inférieure à 10 grammes, mais aussi de
lui onférer une autonomie omplète en termes de pereption et de apaités d'ation. An
d'atteindre et objetif, le projet EVA met en ommun les ompétenes de sept laboratoires
et organismes de reherhe que sont : l'IRCCyN (Institut de Reherhe en Communia-
tions et Cybernétique de Nantes), l'ISM (Institut des Sienes du Mouvement), le labora-
toire GIPSA-lab (Grenoble Images Parole Signal Automatique), le SATIE (laboratoire des
Systèmes et Appliations des Tehnologies de l'Information et de l'Énergie), la FANO (la
Fédération Aoustique du Nord-Ouest), le CEA-List (Commissariat à l'Energie Atomique-
Laboratoire d'Intégration des Systèmes et des Tehnologies) et l'ONERA (Oe National
d'Études et de Reherhes Aérospatiales).
Telle qu'imaginée au départ, la réalisation d'un tel robot posait le dét tehnologique
majeur de reproduire et d'exploiter la grande exibilité des aile d'insetes. En hemin, les
verrous tehnologiques suivants devaient être levés :
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- La oneption et la réalisation d'ationneurs ompatible ave les performanes du vol des
insetes sous les ontraintes d'enombrement et d'autonomie. Pour ela EVA a notamment
onfronté les avantages respetifs de deux tehnologies : piézoéletrique et életromagné-
tique, en fontion des dynamiques de vol souhaitées.
- La oneption et la réalisation de batteries embarquées aptes à délivrer l'énergie aux or-
ganes vitaux (miro-alulateurs, ationneurs, apteurs).
- La mise au point de l'életronique et de l'optronique embarquée dont une miniaturisation
poussée permet de limiter la onsommation, la masse et l'enombrement.
- La synthèse et l'implémentation de lois de ommandes robustes apables d'assurer à la
fois une stabilité totale du vol (y ompris le vol stationnaire) et de onférer au miro-robot
volant un omportement de suivi de terrain automatique grâe à un ÷il élémentaire et un
traitement visuo-moteur embarqué.
- Enn, sur le plan de la modélisation de la loomotion, le projet EVA avait pour objetif de
mettre en ÷uvre un simulateur numérique rapide basé sur des algorithmes dont l'eaité
soit ompatible ave leur usage en temps réel (pereption, ommande en ligne, et) sur une
arhiteture de alul minimale. Tels qu'imaginés au départ du projet, es algorithmes de-
vaient être apables de résoudre la dynamique externe du vol de l'insete onsidéré omme
un système multiorps (6 ddls du orps, aile ontinue déformable, modèle aérodynamique),
ainsi que la dynamique des ouples et eorts internes auxquels l'aile est soumise. Les ha-
pitres suivants de ette thèse s'artiulent autour de l'élaboration de ette solution.
An de xer les ordres de grandeurs de l'étude qui va suivre, nous listons à présent les
prinipales spéiations et ontraintes du ahier des harges du projet EVA :
- masse totale : entre 3 et 7 grammes ;
- masse des ailes : 5% de la masse totale, soit entre 150 et 350 milligrammes ;
- géométrie de l'aile artiielle prohe de elle de l'aile du sphinx Mandua Sexta ;
- surfae de l'aile : entre 15 et 30 m
2
;
- envergure de l'aile : 7 m ;
- orde maximale de l'aile : 5 m ;
- épaisseur de la membrane de l'aile : entre 45 et 250 mirons ;
- amplitude de battement : entre 40
o
et 60
o
;
- fréquene de battement : entre 25 et 35 Hz ;
- régimes de vol envisagés : vol stationnaire et vol horizontal vers l'avant.
Qui plus est, poursuivant une démarhe biomimétique, le mode de vol opié dans le projet
EVA est elui des insetes. Ainsi, l'étude de es animaux en vue de la ompréhension des
fontions biologiques leurs permettant de voler est un préalable néessaire à la oneption
et la réalisation de notre MAV. Dans ette perspetive, nous exposerons i-après quelques
éléments relatifs à l'anatomie des insetes volants, à la inématique de leurs ailes ainsi qu'aux
fores propulsives dues à l'interation de es dernières ave le milieu environnant, i.e. l'air.
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Figure 1.7  Les méanismes d'ationnement de l'aile : (a) Le méanisme diret ; (b) Le
méanisme indiret. Les musles ationnés sont représentés en rouge [26℄.
1.4 Anatomie de l'insete
Dans ette setion, nous donnons brièvement un aperçu sur la physiologie des insetes
volants
3
, tout en mettant l'aent sur la struture des organes impliqués dans le vol : le
thorax et les ailes. Ensuite, nous analysons le fontionnement méanique, notamment le
omportement résonnant, du système thorax-aile an d'en extraire des informations utiles
pour la modélisation et la oneption des MAVs à ailes battantes.
1.4.1 Le thorax
Le orps des insetes est omposé prinipalement de trois parties : la tête, le thorax
et l'abdomen. Leur tête sert de support du erveau et des organes sensoriels reevant les
informations visuelles, auditives et olfatives provenant du monde extérieur. Quant à l'ab-
domen, il abrite les organes de reprodution, l'appareil respiratoire et le système digestif. En
e qui onerne le thorax, il est onstitué prinipalement de la arapae thoraique et des
musles d'entraînement des ailes. Il joue un rle entral dans le vol des insetes puisqu'il est
à la fois la soure d'énergie qui alimente les ailes, et l'ationneur assurant l'entraînement de
es dernières. Chez les insetes, on trouve deux types de méanismes d'ationnement d'ailes :
1
o
) Le Méanisme diret :
Le méanisme diret d'ationnement est présent hez ertains insetes tels que les éphémères
et les odonates (dont les demoiselles et les libellules), où les musles responsables du vol
s'attahent diretement à l'emplanture de l'aile (.f. Fig. 1.7 (a)). Les ontrations alternées
d'une paire de musles antagonistes génèrent un mouvement de l'aile similaire à elui d'une
rame que l'on remonte en l'air. En eet, les musles tirent d'abord l'emplanture vers le
bas, e qui entraîne l'aile vers le haut, puis vie-versa, l'emplanture est poussée vers le
haut permettant ainsi à l'aile de redesendre. Les insetes munis de e méanisme diret
3
Pour une desription extensive de l'anatomie de l'insete, nous renvoyons le leteur à [158℄ et [58℄.
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Figure 1.8  Anatomie du thorax des insetes de l'ordre Diptera. Adaptée de [26℄.
peuvent ontrler indépendamment la fréquene et l'amplitude de battement de haque
aile, leur onférant ainsi une grande agilité et une grande man÷uvrabilité pendant le vol
(e qui explique pourquoi toutes les espèes de l'ordre Odonata sont des prédateurs aériens
remarquablement eaes).
2
o
) Le Méanisme indiret :
Cette appellation prend son origine dans le fait que les musles, ontrairement au as diret,
ne sont pas diretement attahés aux ailes. En réalité, le mouvement des ailes résulte ii des
déformations du thorax induites par les ontrations alternées de deux groupes musulaires
thoraiques. Le premier groupe musulaire est appelé "dorso-longitudinal" (.f. Fig. 1.8).
Lorsque es musles sont exités, le thorax se omprime de l'avant vers l'arrière produisant
une exion de sa fae supérieure (appelée notum) vers le haut, e qui donne lieu à un
mouvement asendant de l'emplanture provoquant ainsi le basulement de l'aile vers le bas.
À partir de là, le seond groupe musulaire, appelé "dorso-ventral" (.f. Fig. 1.8), est ativé.
Sous l'eet de leur exitation, es musles se ompriment vertialement et tirent le notum
vers le bas, e qui onduit à un mouvement desendant de l'emplanture aompagné d'un
déplaement de l'aile vers le haut. La Fig. 1.7 (b) shématise e méanisme indiret de
transmission de mouvement aux ailes. Il est important de noter que e dernier présente
généralement des fréquenes et des amplitudes de battement supérieures à elles exhibées
par le méanisme diret. Qui plus est, les insetes exploitant le méanisme d'ationnement
indiret montrent une endurane à rester en vol stationnaire supérieure à elle des insetes
pratiquant le méanisme diret. De fait, il semble plus opportun de s'inspirer du méanisme
indiret an de onevoir les systèmes d'ationnement des MAVs destinés à réaliser des
tâhes de longues durées (surveillane, investigation des débris, et).
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(a)
(b)
Figure 1.9  L'aile de l'insete : (a) Représentation généralisée de la répartition des nervures
[58℄ ; (b) La struture reuse des nervures dans une setion d'aile du sphinx Mandua Sexta
[156℄.
1.4.2 Les ailes
Contrairement aux ailes onventionnelles d'avions, les ailes biologiques sont des stru-
tures 3D, omplexes, légères et exibles. Elles ont tendane à avoir des bords d'attaque aigus
et des surfaes texturées omprenant des rainures, des plis, des ondulations et d'autres stru-
tures mirosopiques [7℄. Plus partiulièrement, l'aile de l'insete est onstituée d'une ne
voilure (ou membrane) de hitine
4
renforée par un ensemble de veines de dimensions dif-
férentes appelées nervures [58℄. Ces dernières ont une struture tubulaire reuse de setion
elliptique ou irulaire et jouent le rle de onduite pour les nerfs, les trahées, et l'hémo-
lymphe
5
(voir Fig. 1.9(b)). Du point de vue struturel, la membrane de l'aile est rigidiée
grâe à la répartition spatiale des nervures dont les plus grosses s'étalent longitudinalement
tel que montré sur la Fig. 1.9 (a). Chaque aile est xée au thorax au niveau de l'emplanture,
elle même onstituée d'une région membraneuse jouant le rle d'une artiulation à plu-
sieurs degrés de liberté. Elle ontient de petites strutures squelettiques appelées slérites
lui permettant d'ajuster nement les fores aérodynamiques générées par l'aile en réglant
l'amplitude de battement ou l'inlinaison du plan de battement, par exemple [53℄.
1.4.3 La résonane hez les insetes
Comme nous venons de le voir dans les deux paragraphes préédents (1.4.1 et 1.4.2), la
inématique des ailes est tributaire des déformations des musles thoraiques. Ce ouplage
ailes-thorax a fait l'objet de longues investigations menées par les biologistes qui semblent
uniformément onvainus que les insetes battent leurs ailes à la résonane [9, 63, 61℄. À
e propos, l'un des meilleurs arguments avanés par ette ommunauté est l'invariane de
la fréquene de battement des ailes d'une espèe donnée durant le yle de battement, et
e, quelque soit le régime de vol pratiqué [73, 58℄. Qui plus est, ette résonane onerne
l'ensemble aile-thorax et non pas l'aile en tant que struture isolée [25℄. En eet, l'énergie
4
La hitine est une moléule de la famille des gluides. Elle est essentielle pour la omposition de la
ouhe externe qui reouvre et protège les organes des insetes, des araignées et des rustaés.
5
Chez les insetes, l'hémolymphe est un uide irulatoire dont le rle est analogue au sang hez les êtres
humains.
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orps. Adapté de [76℄.
méanique produite dans les musles est transmise, via la arapae thoraique, aux ailes où
la portane est générée. Ainsi, le omportement méanique de ette haîne de transmission
d'énergie est assimilable à un système masse-ressort-amortisseur dont la masse est dominée
par l'inertie de l'aile et de la arapae thoraique. En outre, la fontion "ressort" est prise
en harge par une protéine élastomère appelée résiline et loalisée à l'amplanture et à des
endroits bien spéiques de l'aile. Cette protéine montre une très faible hystérésis et peut
stoker eaement l'énergie sous forme élastique [172, 78℄. Finalement, les hargements
aérodynamiques agissant sur l'aile, auxquels s'ajoutent les propriétés visoélastiques des
musles et des ailes jouent le rle d'amortisseur.
Du point de vue de l'ingénierie, les propriétés élastiques que nous venons d'introduire
sont d'une grande importane pour la oneption et la réalisation des MAVs à ailes battantes.
En eet, le système aile-thorax est un méanisme ompliant d'ampliation de battement
dont l'exitation sur la résonane permet de générer eaement la portane en réduisant
son oût énergétique. Par voie de onséquene, la reprodution de e méanisme ontribue-
rait à diminuer onsidérablement l'enombrement de l'ationnement, le poids et le volume
des MAVs dont la miniaturisation est atuellement un hallenge pour la ommunauté robo-
tiienne.
1.5 La inématique des ailes battantes
Dans la ontinuité de e qui vient d'être dit, les grandes amplitudes de battement ex-
hibées pendant le vol de l'insete sont dues prinipalement au omportement résonant du
système ailes-thorax. Ce mouvement de battement se ombine ave les déformations de l'aile
(dues à son élastiité) pour lui onférer la bonne inématique permettant de générer la por-
tane requise pour le vol. Grâe aux tehniques de aptures d'images par améras rapides,
les biologistes et les robotiiens sont aujourd'hui apables de dérire ette inématique y-
lique et omplexe. Pendant haque yle de battement, le mouvement de l'aile passe par
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Figure 1.11  (a) Évolution temporelle de la inématique d'une aile de sphinx durant un
yle de battement [103℄ ; (b) Un sphinx en vol stationnaire (remarquer les fortes déforma-
tions de l'aile).
deux phases de translation et de deux phases de rotation. Il ommene par une translation
appelée downstroke, durant laquelle l'aile plonge d'une position haute-arrière vers une po-
sition basse-avant. À la n du downstroke, l'aile eetue une supination, i.e. une rotation
rapide autour du bord d'attaque lui permettant de se retourner avant d'entamer la deuxième
phase de translation. Cette dernière est appelée upstroke. Elle permet de dérire le mouve-
ment de retour de l'aile de sa position basse-avant à sa position haute-arrière. À la n de
e mouvement de remontée, l'aile eetue la deuxième rotation rapide, appelée pronation,
de manière à e que le bord d'attaque pointe de nouveau vers le bas avant de démarrer un
nouveau yle de battement (voire Fig. 1.10).
L'enhaînement de es diérentes phases résulte de la ombinaison du mouvement de
va et vient de l'aile appelé battement (sweeping en anglais) ave le mouvement de haut
en bas appelé élévation (heaving), auxquels s'ajoute la rotation autour de l'axe supporté
par le bord d'attaque appelée tangage (pithing ou feathering). Sur la base de ette des-
ription qualitative, la onguration de l'aile, par rapport au orps de l'insete, peut être
omplètement reonstituée en utilisant les paramètres suivants (.f. Fig. 1.11(a)) :
 l'angle de battement θ (positional ou stroke angle) ;
 l'angle de tangage α (pithing ou feathering angle) ;
 l'angle d'élévation ψ (heaving angle).
An de ompléter ette paramétrisation de la inématique du vol battant, nous introduisons
deux nouveaux angles ν et χ. Le premier mesure l'inlinaison, par rapport à l'horizontale, du
plan de battement (ou stroke plane en anglais), i.e. le plan dans lequel les ailes eetuent
leur mouvement de va et vient ; tandis que le seond angle, χ, détermine l'inlinaison du
orps de l'insete par rapport à l'horizontale (.f. Fig. 1.10). Dans le as du Mandua Sexta,
les biologistes ont mesuré es angles expérimentalement en lmant des sphinx vivants en vol
stationnaire [175℄. An de pouvoir exploiter es données expérimentales dans la modélisation
et la simulation de la dynamique des MAVs bio-inspirés, il est d'usage d'approher haun
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des angles θ, α et ψ par une série de Fourier du 3ème ordre omme suit :
θ(t) =
3∑
n=0
[θcn cos (nωt) + θsn sin (nωt)] ,
α(t) =
3∑
n=0
[αcn cos (nωt) + αsn sin (nωt)] ,
ψ(t) =
3∑
n=0
[ψcn cos (nωt) + ψsn sin (nωt)] ,
(1.1)
où les oeients de Fourier θcn, θsn, αcn, αsn, ψcn et ψsn sont déterminés à partir des don-
nées expérimentales de [175℄, et ω dénote la pulsation de battement des ailes. Cette dernière
varie entre 5 et 200 Hz selon l'espèe onsidérée. Généralement, elle déroît ave l'augmen-
tation de la taille et du poids des insetes. Dans le as du Mandua Sexta, elle est de l'ordre
de 25 Hz [175℄.
Il est à noter que pour la plus part des insetes et le olibri, l'angle d'élévation ψ est
aratérisé par une amplitude d'osillation de quelques degrés autour du plan de battement.
Il est d'usage de négliger es osillations à ause de leur faible amplitude et leur eet marginal
sur la portane et la traînée moyennes produites par l'aile [145, 28℄.
1.6 L'aérodynamique des ailes battantes de l'insete
Le régime de vol des insetes est aratérisé par un nombre de Reynolds modéré (entre
100 et 105 environ). Ainsi, l'éoulement de l'air autour des ailes battantes appartient à la
lasse des régimes inertiels intermédiaires situés entre le régime des bas Reynolds dans le-
quel les fores visqueuses (de Stokes) sont dominantes, et le régime des hauts Reynolds où
les fores inertielles dominent tandis que les eets de la visosité sont onentrés dans une
ne ouhe limite autour de l'aile. Pendant le mouvement de battement d'une aile d'in-
sete, es ouhes limites s'en séparent et s'enroulent pour former des tourbillons de fortes
intensités à l'origine de la fore propulsive générée par l'aile. Dans le régime de l'entre-deux,
nous ne disposons pas de théorie asymptotique permettant de dérire l'aérodynamique des
ailes d'insetes, mais l'usage est d'utiliser des méthodes numériques (CFD) ou des méthodes
expérimentales basées sur une analyse qualitative du vol que nous allons à présent introduire.
Historiquement, les premières tentatives d'étude de l'aérodynamique des insetes datent
de la n du XIX
e
sièle [107, 106℄. Les premiers obstales apparurent lorsque ertaines études
démontrèrent que l'appliation immédiate des approhes aérodynamiques lassiques à une
aile battante d'insete prédisait une portane bien inférieure à elle néessaire pour ontre-
balaner le poids de elui-i. Ce premier onstat donna naissane au fameux paradoxe :
"aerodynamially, bumblebees an't y !" (aérodynamiquement, les abeilles ne peuvent pas
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voler) [137℄. Cette absurde onlusion reète simplement la frustration de ne pas être apable
d'expliquer, ou même de omprendre, les phénomènes physiques permettant aux insetes de
voler. Plus qu'une onlusion, elle a marqué le debut d'un engouement de la ommunauté
aérodynamique pour le vol bio-inspiré des insetes.
En réalité, l'approhe lassique quasi-stationnaire, poursuivie jusque-là en ingénierie aé-
ronautique, n'est pas adaptée à la modélisation de l'aérodynamique du vol battant pare
qu'en négligeant l'historique de l'éoulement autour de l'aile, ette approhe simplie onsi-
dérablement la nature instationnaire de et éoulement en le transformant en une séquene
d'éoulements stationnaires indépendants les un des autres. Ainsi, les entomologistes et les
aérodynamiiens se sont orientés vers l'investigation détaillée des eets instationnaires qui
pourraient expliquer les origines de la grande portane produite par les ailles battantes de
l'insete.
1.6.1 Les méanismes instationnaires d'amélioration de la portane
Les travaux pionniers relatifs à l'aérodynamique des ailes battantes sont dus à Lighthill
[102℄ et Weis-Fogh [173℄. Depuis, les herheurs se sont massivement investis sur e sujet.
Aujourd'hui les serets du vol des insetes sont globalement démystiés et la littérature
rapporte de nombreux méanismes instationnaires utilisés par les insetes pour améliorer
leurs performanes aérodynamiques. En résumé, on peut les déliner omme il suit :
1. le dérohage retardé (appelé aussi dérohage dynamique ou Delayed Stall) dû au
vortex du bord d'attaque (Leading Edge Vortex ) ;
2. le retournement rapide de l'aile (ou "eet Kramer") ;
3. la apture du sillage (wake apture) due à l'interation de l'aile et son propre sillage ;
4. le méanisme du Clap-and-Fling (le "laquer-laner").
Dans e qui suit, nous détaillons es méanismes un à un ainsi que leur rle dans l'aérody-
namique de l'aile battante.
LEV : Le vortex du bord d'attaque (Leading Edge Vortex) et le dérohage
retardé
Chez les insetes, le méanisme qui ontribue de manière dominante à la portane est
la génération, pendant le battement de l'aile, d'un vortex au niveau de son bord d'attaque
dit "LEV" (Leading Edge Vortex). Cette struture tourbillonnaire fut déouverte pour la
première fois en 1996 par Ellington et al. [62, 12℄. Depuis ette date, de nombreuses études
expérimentales et numériques ont été menées an de déterminer les eets du LEV sur les
performanes aérodynamiques des ailes battantes. En partiulier, les travaux à la suite de
Dikinson (e.g. [55, 145, 147℄) sont partiulièrement instrutifs sur le sujet et révèlent que,
le ÷ur du LEV est aratérisé par un éoulement rapide de l'air le long du bord d'attaque,
générant ainsi une région de basse pression loalisée sur l'extrados de l'aile. Par voie de
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Figure 1.12  La struture du vortex du bord d'attaque [168℄.
onséquene, ette dernière subit une "aspiration" lui permettant de gagner un supplément
de portane (voir Fig. 1.12). Remarquablement, alors que l'aérodynamique lassique prévoit,
dans es onditions, l'instabilité du vortex du bord d'attaque (i.e. le ux d'air ontinuerait à
alimenter le LEV et e dernier devrait roître jusqu'à e qu'il se détahe et migre rapidement
du bord d'attaque vers le bord de fuite en engendrant une allée de Von Karman et un
dérohage i.e. une perte dramatique de portane), es strutures sont stabilisées hez les
insetes par l'éoulement de l'énergie le long d'une struture rotationnelle 3D s'enroulant en
spirale le long du bord d'attaque et se refermant en arrière de l'aile [111℄. Par onséquent,
la portane est entretenue et le dérohage et retardé d'où l'appellation Delayed stall. Ce
méanisme (de vortex au bord d'attaque) est responsable d'environ 60% de la portane
totale [55℄.
Retournement rapide de l'aile (l'eet de Kramer)
Comme nous l'avons évoqué préédemment dans la setion 1.5, le mouvement de l'aile
résulte d'une suession de translations et rotations. Alors que la translation est aratérisée
par l'eet dominant du leading edge vortex (.f. setion 1.6.1), la rotation est marquée,
quant à elle, par un autre méanisme instationnaire dû au retournement rapide de l'aile à
haque n de demi-yle de battement. Cette man÷uvre, permettant d'éhanger l'intrados et
l'extrados juste avant la n du mouvement de translation de l'aile, est déliate et met en jeu
une relation direte entre la rotation rapide de l'aile et la génération d'une irulation elle-
même génératrie de portane. En eet, au moment du retournement, l'éoulement autour
de l'aile s'éarte de la ondition de Kutta et la région de stagnation s'éloigne du bord de
fuite. Cela provoque un fort gradient de pression prohe du bord de fuite onduisant à
un isaillement. Or, les uides ont tendane à résister au isaillements en raison de leur
visosité. Par onséquent, une irulation supplémentaire doit être générée autour de l'aile
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Figure 1.13  Illustration numérique du méanisme de la apture du sillage [153℄.
pour rétablir la ondition de Kutta au niveau du bord de fuite. Autrement dit, l'aile lâhe
un vortex dans le uide an de ontrebalaner l'eet de sa rotation rapide [146℄. Grae à
e méanisme (appelé eet Kramer [99℄ ou alternativement "fores rotationnelles" [147℄),
non seulement l'aile ne perd pas en portane au moment de rebrousser hemin, mais e spin
rapide génère un pi de portane supplémentaire responsable pour à peu près de 30% de la
portane totale.
Remarquablement, omme le groupe de Dikinson l'a prouvé, es deux premiers méa-
nismes, i.e. l'eet du vortex du bord d'attaque et elui des fores rotationnelles, peuvent
être simplement modélisés par un modèle "pseudo-stationnaire" i.e. de même forme que
elui utilisé sur les ailes xes à ei près que les oeients aérodynamiques du modèle
empirique résultant (tels que les oeients de portane et de traînée) sont ii fontion de
l'angle d'inlinaison variable de l'aile par rapport au orps.
La apture du sillage (wake apture)
Outre le vortex du bord d'attaque et le retournement rapide de l'aile, les travaux de
Dikinson [55℄ révèlent l'existene d'un troisième méanisme aérodynamique instationnaire
appelé wake apture ou "apture du sillage". Comme son nom l'indique, e méanisme réside
dans la réupération des vortex lâhés à l'aller de l'aile (avant qu'elle n'inverse son mouve-
ment) et réupérés à son retour. Il se manifeste lairement pendant le vol stationnaire où le
sillage généré derrière l'aile battante ontient de l'énergie transmise au uide environnant
sous forme de vortiité. Le passage de l'aile au travers de e sillage permet don de réupé-
rer une partie de ette énergie et de la réutiliser pour le vol. Ce méanisme est fortement
instationnaire pare qu'il dépend de l'intensité des vortex lâhés et de leur répartition dans
le sillage. Il partiipe à la portane totale produite par l'aile dans une proportion de l'ordre
de 10% [55℄.
Le Clap-and-Fling (le "laquer-laner")
An d'améliorer leurs performanes aérodynamiques, ertaines espèes, omme les guêpes
et les abeilles, utilisent le "lap-and-ing". Ce méanisme instationnaire, déouvert par
Weis-Fogh [173℄, met en jeu une inématique partiulière des ailes (voir Fig. 1.14). En eet,
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Figure 1.14  Le méanisme du ap-and-ing. Adapté de [146℄.
l'observation du vol stationnaire des guêpes Enaria Formosa révèle qu'à la n de haque
yle de battement (i.e. à la n de l'upstroke), les extrados des ailes se rejoignent derrière
le thorax en une sorte de laquement appelé lap (phase 1). Durant ette phase, les deux
bords d'attaque se touhent en premier, suivis par un rapprohement progressif des bords de
fuite (phase 2) qui voit l'espae séparant les deux ailes se rétréir tout en poussant l'air vers
le bas, générant ainsi une fore de portane additionnelle (phase 3). Le yle de battement
suivant ommene alors par une séparation des ailes dénommée ing (phase 4), pendant
laquelle les bords d'attaque s'éloignent plus rapidement que les bords de fuite, entraînant
ainsi l'air à l'intérieur de l'espae roissant entre les deux ailes (phase 5). Cet éartement
induit une forte irulation générant de nouveau une fore de portane additionnelle (phase
6) [146, 98℄. Il est à noter que d'autres insetes, tels les papillons de jour, sembleraient utili-
ser e méanisme de ing pour prendre leur envol. En eet, leurs ailes sont jointes au repos
avant qu'elles ne soient lanées, haune de son té, an de propulser l'insete.
1.6.2 L'importane du déphasage entre le tangage et le battement
Les diérents méanismes aérodynamiques instationnaires que nous venons de détailler
dépendent fortement de l'espèe d'insete onsidérée, du nombre de Reynolds aratérisant
l'éoulement, du mode de vol (stationnaire, vol d'avane, man÷uvres aériennes, et) et des
paramètres réglant la inématique des ailes tels que la fréquene et l'amplitude du battement,
l'inlinaison du plan de battement, les mouvements (déformations) internes de l'aile et la
nature des lois horaires de battement et de tangage (sinusoïdale, triangulaire, et).
Sur la base de e onstat, Dikinson et al. [55℄ se sont intéressés à l'étude de l'inuene
du déphasage entre les mouvements de battement et de tangage de l'aile sur sa portane
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dans le as du vol stationnaire. Dans e ontexte, il a été montré que si le retournement de
l'aile intervient avant la n du downstroke, i.e. le tangage est en avane de phase par rapport
au battement, alors la irulation du tourbillon lâhé améliore la portane en générant un
pi instantané de l'eort vertial (eet Kramer). Dans le as où le déphasage est nul, i.e.
l'aile se retourne exatement à la n du battement, e pi de portane instantanée est moins
prononé, tandis qu'une diminution de la portane est observée si le retournement de l'aile
se produit après que l'aile aie entamé son mouvement de retour (i.e. le tangage est en retard
de phase par rapport au battement).
L'eet du déphasage entre le battement et le tangage s'avère par onséquent extrême-
ment important pour le vol et la man÷uvrabilité des miros-robots aériens bio-inspirés. Du
point de vue du prototypage, deux grandes solutions tehniques ont été appliquées an de
reproduire e déphasage sur les ailes des MAVs. La première solution onerne les MAVs
munis d'ailes rigides. Dans e as de gure, la rotation de l'aile autour de son bord d'attaque
peut être obtenue par deux méthodes diérentes. Pour la première méthode, l'aile est tota-
lement ative, i.e. le battement et le tangage sont indépendamment ationnés. C'est le as
des ailes montées sur le ban d'essai de Dikinson [55℄ ou elui de l'ONERA [138℄ (voir Fig.
1.15 (a)). Dans la deuxième approhe au ontraire, seul le degré de liberté de battement est
ationné. Quant à la rotation de l'aile, elle est obtenue passivement grâe à une raideur de
torsion onentrée au niveau de l'emplanture. Cette approhe exploite le fait que pour toute
aile d'insete, la masse est distribuée en arrière de la raideur essentiellement loalisée sur le
bord d'attaque (.f. Fig. 1.15). Pour ette raison, le battement du bord d'attaque génère na-
turellement un mouvement pendulaire de la voilure qui ne peut qu'avaner le tangage dans
la phase de déélération de l'aile. Ce prinipe a été utilisé ave suès sur le robot-abeille
(RoboBee) de Harvard university (.f. Fig. 1.15 (b)).
La deuxième solution est destinée aux prototypes volants à ailes exibles. Pour e type
de MAVs, la rotation de la voilure autour du bord d'attaque est réalisée par la raideur
de torsion distribuée le long de l'aile. Le réglage de ette distribution peut être fait d'une
manière ative omme nous l'avons déjà montré dans le as du Nano Hummingbird de
la DARPA, ou bien d'une manière omplètement passive en se basant uniquement sur la
exibilité de l'aile omme 'est le as pour l'ornithoptère de Cornell University (.f. Fig.
1.15 ()).
1.7 Conlusion 43
PSfrag replaements
Battement
Tangage
ationné
ationné
L'aile
Thorax
(a)
PSfrag replaements
Battement
Tangage
ationné
passif
Raideur de torsion
onentrée
L'aile
Thorax
(b)
PSfrag replaements
Raideur de torsion distribuée
L'aile
()
Figure 1.15  Shémas de prinipe de la rotation de l'aile autour du bord d'attaque : (a)
L'aile doublement ationnée ; (b) Rotation passive due à une raideur de torsion onentrée à
l'emplanture ; () Rotation passive due à une distribution de la torsion le long de l'envergure.
1.7 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons introduit le ontexte général de la soft robotique, ses ori-
gines, ses avantages ainsi que les dernières avanées en e domaine. Ensuite, nous avons pris
les miro-robots volants à ailes battantes omme exemple illustratif de ette nouvelle géné-
ration de robots dits "soft robots". Lors du développement de tels systèmes, les robotiiens
et les herheurs renontrent de multiples problèmes relatifs à la modélisation, la onep-
tion, le ontrle, la planiation des mouvements, la génération des allures, et. An de faire
fae à es hallenges, il devient urgent de développer des modèles mathématiques apables
de dérire le omportement dynamique et les performanes loomotries de es robots. Le
reste de e manusrit sera onsaré à l'élaboration de es modèles dynamiques ainsi qu'à la
mise au point des algorithmes rapides et eaes permettant d'intégrer es modèles dans
des appliations robotiques telles que la ommande en ligne, la navigation, et.
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Nous avons vu dans le hapitre préédent que la soft robotique est atuellement un do-
maine en plein développement et qu'une grande diversité de robots allant du robot-olibri
Nano Hummingbird à l'humanoïde Justin, exploitent les déformations d'organes ompliants
pour améliorer leurs performanes. Du point de vue de la modélisation, la dynamique de
la loomotion de tels systèmes est dérite par des modèles mathématiques de plus en plus
omplexes. Aussi est-il néessaire d'élaborer des outils méthodologiques eaes pour aider
les robotiiens à établir es modèles. An d'atteindre et objetif, nous allons ommener
dans e hapitre par établir un adre unié de modélisation de la dynamique des robots
loomoteurs omplètement ationnés (fully atuated) dont les orps onstitutifs sont suppo-
sés rigides. Le hapitre suivant (3) sera onsaré à l'extension de e adre méthodologique
struturé au as plus général des robots ontenants des organes ompliants.
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An d'illustrer ette approhe, nous reprenons quelques uns des exemples traités au
ours des dernières années par ertains herheurs amériains en méanique géométriques
qui ont ontribué à onstruire une nouvelle théorie de la loomotion en robotique tels que
[91℄, [126℄, [128℄, [150℄. À partir de es travaux, qui se sont essentiellement foalisés sur le
as inématique pour lequel le modèle des ontats externes peut être enodé dans un objet
géométrique nommé "onnexion", nous allons progressivement passer au as dynamique.
Nous ommençons par l'exemple emblématique du hat tombant et elui des serpents non-
holonomes, puis replaerons es exemples introdutifs dans un ontexte plus large englobant,
entre autres, la nage à haut Reynolds et la loomotion terrestre. À ette n, nous proposons
une formulation alternative de la dynamique de la loomotion dans les brés prinipaux où
le moment inétique non-holonome de [91℄, [126℄, [128℄ est remplaé par une vitesse (twist)
non-holonome réduite. Les équations résultantes jouissent de la même propriété de rédution
qui permet le déouplage entre les variables de position (dans la bre) et le reste des variables
d'état et des entrées [22℄. Du point de vue pratique, une fois préparée par un traitement
général des ontraintes inématiques, l'approhe est relativement faile à mettre en ÷uvre
et sera résumée par un "algorithme général de modélisation dynamique". En onséquene,
et algorithme va rassembler le maximum de as dans un adre général struturé et unié.
Remarquablement, les outils abstraits de la méanique géométrique introduits par Poinaré
[133℄, Arnold [14℄ et Marsden [6℄ vont nous permettre d'exhiber les strutures géométriques
ommunes partagées par des modes de loomotion très diérents. Finalement, an de failiter
la ompréhension (notamment pour le leteur inhabitué à la méanique géométrique) nous
avons hoisi de privilégier l'intuition géométrique et physique sur le formalisme axiomatique.
Le reste de e hapitre est struturé omme suit. La setion 2.1 introduit quelques dé-
nitions de base utilisées dans la thèse. Ensuite, le problème général de la loomotion abordé
dans e hapitre est déni et disuté dans la setion 2.2. Ce problème onsiste à aluler
la dynamique direte de la loomotion ainsi que la dynamique inverse des ouples internes.
Dans les deux setions suivantes, la dynamique de la loomotion sera d'abord traitée dans
le as inématique (setion 2.3), puis dans le as dynamique (setion 2.4). Le alul des
ouples internes quant à lui, ne sera pas traité dans e hapitre, mais reevra une solution
dénitive dans un adre étendu au as des MMS ompliants dans le hapitre suivant (3).
2.1 Quelques dénitions de base
Dans son essene, la loomotion est basée sur le prinipe suivant. Tout animal se dé-
plaçant dans l'espae modie tout d'abord sa forme an d'exerer des fores sur son envi-
ronnement. En vertu du prinipe d'ation-réation, i.e. la troisième des lois du mouvement
de Newton, l'environnement applique des fores de réation sur le orps de l'animal qui le
propulsent en avant. Dans e qui suit, nous adoptons le modèle des systèmes multi-orps an
d'établir un adre unié, général, onsaré à la modélisation de la loomotion en robotique,
2.1 Quelques dénitions de base 47
et en partiulier la loomotion bio-inspirée.
2.1.1 Dénition d'un système mobile multi-orps : MMS
Un système multi-orps est un ensemble de orps reliés entre eux par des artiulations
internes, et ave le reste du monde grâe à des artiulations ou des ontats externes. En
partant de ette dénition basique, nous examinerons d'abord le as des systèmes multi-
orps omposés d'un ensemble ni de orps rigides, puis dans le prohain hapitre 3, nous
verrons omment il est possible d'étendre ette notion au as des robots exibles ave des
organes ompliants. Le modèle onventionnel des systèmes multi-orps rigides est bien déve-
loppé dans le adre de la manipulation, mais beauoup moins dans le as de la loomotion.
À la diérene des systèmes multi-orps lassiques, tout orps appartenant à un système
loomoteur est généralement soumis non seulement à des mouvements relatifs aux autres
orps, mais aussi à des mouvements rigides d'ensemble dans l'espae ambiant. Qui plus est,
es mouvements d'ensemble (dits mouvements "nets" dans la littérature Amériaine) ne
sont généralement pas imposés par des lois temporelles expliites, omme 'est le as d'un
manipulateur monté sur une plateforme à roues ou d'un manipulateur mobile, mais sont
produits à haque instant par les fores de ontat appliquées sur l'ensemble du système,
i.e. sont gouvernés par "la dynamique de la loomotion" du système. Par extension de la
terminologie atuelle, tout au long de ette thèse, nous appellerons un tel système un MMS
i.e. Système Mobile Multi-orps an de le distinguer des Systèmes Multi-orps lassiques
appelés MS. En dépit de ette distintion sémantique, un MS est en réalité un as partiulier
de MMS dont les mouvements globaux rigides sont xés par des lois de temps imposées,
et le adre méthodologique que nous allons développer pour les MMS sera également ap-
pliable aux MS. Enn, en se référant aux designs habituels de la robotique, l'appellation
"systèmes multi-orps mobiles" omprendra un grand nombre de systèmes robotiques al-
lant des systèmes totalement ontraints (omme l'est une plateforme à roues) aux systèmes
ottants (omme les navettes spatiales, les satellites, les robots aériens, et), en passant par
les manipulateurs industriels lassiques et les systèmes non-holonomes sous-ontraints (tels
que le snake-board et le Trikke), et. Le tableau 2.1 propose une lassiation préliminaire
de es systèmes mobiles multi-orps, lassiation à laquelle nous ferons référene tout au
long de ette thèse.
2.1.2 Espae de onguration d'un système mobile multi-orps
Dans le adre de ette thèse, nous entendons par "Lagrangienne", la théorie qui vise
à dériver la dynamique entière d'un système méanique à partie de la onnaissane d'une
seule fontion d'état appelée Lagrangien du système. Mathématiquement, une telle théorie
jouit de jolies bases géométriques qui prennent leur origine dans la théorie de la géomé-
trie Riemannienne sur les variétés. En méanique, le onept lef de ette théorie réside
dans la notion de "variété de onguration" (manifold en anglais), ou plus simplement,
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Système Exemple Type de onnexion Cas
Non-ontraint Réorientation d'un
satellite, Le hat
tombant, La nage à
bas/haut nombre de
Reynolds, Les robots
aériens (MAVs)
Méanique, Hydro-
dynamique, Stokes
Cas inématique
Sous-ontraint Snake-board, Trikke Non-holonome Cas général
Complètement
ontraint
Uniyle
Cinématique Cas inématique
Sur-ontraint Robots-serpents
Table 2.1  Classiation préliminaire des systèmes et des types de onnexion.
d'espae des ongurations. Intuitivement, l'espae des ongurations d'un système est l'en-
semble des points dont les oordonnées sont les paramètres du dit système. Ainsi, un tel
espae est naturellement muni de systèmes de oordonnées loales (ou "artes") lui don-
nant la struture de variété. N'importe quel point C de et espae abstrait orrespond à
une (et une seule) onguration du système dans l'espae physique R
3
. Pour un système
multi-orps onventionnel, tel qu'un manipulateur ave p liaisons rotoïdes paramétrées par
le veteur des angles artiulaires
1 r = (r1, r2, ...rp)
T
, haque ri étant une oordonnée sur un
erle S1, l'espae de ongurations internes devient un hyper-tore de dimension p déni
par C = S1 × S1 × ...S1 = (S1)p. Ainsi, haque point C orrespond à une onguration ou
une "forme interne" du MS dans l'espae 3D. Dans le as des MMS, la paramétrisation du
système requiert non seulement de dérire sa onguration dans l'espae préédent (appelé
dans e ontexte "espae des formes internes" ou "shape spae" et noté S), mais aussi ses
position et orientation absolues par rapport à l'espae ambiant. En onséquene, nous dirons
qu'un MMS possède des degrés de liberté (ddls) internes dénissant sa forme interne, et des
degrés de liberté externes déterminant sa posture absolue dans un repère externe xé à l'es-
pae environnant. Dans l'approhe Lagrangienne de la méanique géométrique, les degrés
de liberté externes sont paramétrés par les transformations g appliquant un repère attahé
à l'espae ambiant sur un repère lié au MMS se déplaçant solidairement ave e dernier.
Ce repère mobile est appelé "repère de référene" et il est généralement attahé à un orps
arbitrairement distingué appelé "orps de référene" du MMS. Bien entendu, le hoix de e
orps n'est pas unique. En partiulier, parmi toutes les possibilités, nous pouvons dénir
un tel repère par une base de trois veteurs indépendants attahés à l'un des orps (qui est
le orps de référene), dont l'origine n'est pas forement un point matériel, mais peut être
dénie par une relation géométrique telle que elle qui dénit à tout instant le entre de
gravité du MMS dans son ensemble. Dans e as, le repère de référene peut 'otter' dans
l'espae, d'où l'appellation "repère ottant" [38℄.
1
Les liaisons rotoïdes ou pivots sont utilisées ii pour des ns d'illustration mais, bien évidemment, des
artiulations prismatiques peuvent aussi être onsidérées.
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Géométriquement, les transformations g, appelées "transformations nettes", sont des
éléments appartenant à un groupe de Lie G, i.e. à une variété munie d'une loi de omposition
interne satisfaisant la struture algébrique d'un groupe [119℄. Selon le as onsidéré, il existe
plusieurs possibilités pour dénir un tel groupe. Par exemple, lorsque le repère de référene
subit une translation unidimensionnelle, le groupe des transformations est G = R. Pour
les translations dans un plan, G = R2, et pour les rotations planes, G = SO(2). Dans le
as des mouvements dans un plan, G est appelé l'espae des déplaements Eulidiens dans
R
2
et noté G = SE(2). Pour les translations et les rotations tridimensionnelles, G devient
l'espae vetoriel G = R3 et le groupe orthogonal spéial G = SO(3), respetivement. Tous
es as de gures sont inlus dans le groupe le plus général G = SE(3) qui dénit l'espae
de onguration d'un orps rigide tridimensionnel dont les éléments i.e. les transformations
g sont représentées par des matries homogènes de dimension (4× 4) :
g =
(
R P
0 1
)
, (2.1)
où R et P dénotent la omposante de rotation et elle de translation, respetivement. Dans
son groupe de onguration, le mouvement d'un orps rigide dénit une ourbe paramétrée
par le temps, et haun de ses veteurs tangents g˙ est appelé "vitesse de transformation".
Qui plus est, une transformation quelonque g du groupe G peut agir sur toutes les autres
transformations du groupe. Nous pouvons ainsi dénir la omposition de deux transforma-
tions de R
3
omme une translation de l'une par rapport à l'autre. En passant à l'appliation
tangente, ette translation permet de transporter un veteur tangent g˙ d'un point du groupe
à un autre. En partiulier, la "translation à gauhe" par g−1 transporte le veteur tangent
g˙ de g à l'élément unité 1 et dénit la vitesse du orps dans sa base mobile appelée "twist2
matériel" et donnée par :
g−1g˙ =
(
Ωˆ V
0 0
)
= ηˆ ,
ave g−1 =
(
RT −RTP
0 1
)
et η =
(
V T ,ΩT
)T
, où V et Ω dénotent les vitesses angulaire
et linéaire du orps rigide exprimées dans son repère mobile
3
. L'ensemble des vitesses η
engendre l'espae tangent au groupe G en g = 1 noté T1G. Aussi, une fois muni du ommu-
tateur, tel que pour tout η1, η2 ∈ T1G, [η1, η2] = η1η2 − η2η1, et espae dénit l'algèbre de
Lie g du groupe G, dénotée par se(3) pour g = SE(3). Dans le as d'un MMS (.f. Fig. 2.1),
haque onguration du système orrespond à une paire (g, r) qui est un point de l'espae
de onguration :
C = G× S. (2.2)
2
Pour SE(3), i.e. l'espae de onguration du orps rigide, un twist est représenté par la paire (V,Ω).
Par extension, haque élément de l'algèbre de Lie de G sera appelé twist.
3
La matrie antisymétrique Aˆ est dénie tel que pour tout A,B ∈ R3, AˆB = A×B.
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Figure 2.1  L'espae de ongurations d'un système loomoteur : le bré prinipal [30℄.
Un tel espae est en eet onnu sous le nom de "bré prinipal". Dans le language de la
géométrie diérentielle, un bré est une variété dénie (au moins loalement) omme le
produit artésien d'une variété (ii S) appelée "variété de base" multipliée par un autre
espae appelé "bre" (i.e. G dans le as de l'équation 2.1) qui est muni d'une struture
algébrique. Par exemple, si la bre est un espae vetoriel, alors le bré orrespondant est
appelé "bré vetoriel" (et plus généralement "bré tensoriel"). Si la bre est un groupe
de Lie, omme 'est le as ii, alors le bré est appelé "bré prinipal". Finalement, dans
le domaine de la physique, il existe un orpus très rihe de résultats relatifs à la struture
de bré en raison, en partiulier, du rle ruial qu'elle joue dans la théorie de jauge et la
relativité générale [67℄. Ainsi, l'une des fores de l'approhe Lagrangienne, dont nous allons
rappeler quelques résultats lés, est d'avoir exploiter ette rihesse au prot d'une théorie
de la loomotion en robotique [115℄,[65℄,[109℄. En partiulier, dans le modèle géométrique
de la physique, il existe un objet géométrique intimement assoié à la notion de bré et
jouant un rle enore plus important que e dernier, 'est le onept de la "onnexion" [46℄.
Avant d'introduire e onept et son usage dans la loomotion, nous allons d'abord dénir
le problème général que nous allons traiter dans le reste de e hapitre.
2.2 Problème général de la loomotion
Le problème général de la loomotion peut être envisagé de plusieurs manières. Dans
ette thèse, nous allons résoudre le problème suivant. Connaissant l'évolution temporelle
des artiulations internes, nous herhons à aluler :
1. les mouvements nets externes (dits mouvements rigides d'ensemble), e qui orrespond
à résoudre la dynamique direte externe ;
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2. les ouples internes, e qui orrespond à résoudre la dynamique inverse interne, ou
plus simplement, la "dynamique inverse des ouples".
La première dynamique est nommée "dynamique de la loomotion" puisqu'en mettant en
relation les degrés de liberté internes et les degrés de liberté externes, elle fait intervenir
un modèle des fores de ontat qui sont à l'origine de la loomotion. En outre, la seonde
dynamique est elle habituellement renontrée dans les systèmes multi-orps onvention-
nels (omme les manipulateurs) où elle trouve son appliation dans les algorithmes dits du
ouple alulé ("omputed torque"). Ainsi, une question émerge naturellement de la délara-
tion préédente du problème de la loomotion : Pourquoi avons-nous opté pour le hoix des
mouvements internes omme entrées, pourquoi ne pas prendre les ouples omme entrées ?
Pour répondre à ette question, nous pouvons donner deux raisons prinipales. Première-
ment, il est faile de préiser les mouvements externes d'un robot loomoteur en fontion de
ses mouvements internes, tandis qu'en revanhe, il n'est pas du tout évident de deviner les
ouples à appliquer à un robot mobile à partir des mouvements désirés de ses artiulations
internes. Deuxièmement, en relation ave le premier argument, e problème (et sa solution)
peut être ouplé à des expérienes biologiques basées sur des lms de loomotion des ani-
maux. En eet, une fois les mouvements internes extraits du lm, ils peuvent être imposés
omme des entrées de l'algorithme qui renvoie en sortie les mouvements externes. Ensuite de
quoi, es mouvements externes alulés peuvent être omparés à eux extraits des lms. Cet
appariement est très utile pour la modélisation de la loomotion puisqu'il permet l'étude
du modèle du ontat. En parallèle, la dynamique inverse des ouples permet de vérier la
faisabilité des mouvements internes désirés par les ationneurs utilisés.
2.3 Dynamique direte de la loomotion : Le as iné-
matique
Sur la base des onepts et des dénitions introduits dans les deux setions préédentes
(2.1 et 2.2), les mouvements de formes internes sont dérits dans une variété S, tandis
que les mouvements le long du groupe G représentent les mouvements rigides d'ensemble.
Subséquemment, an de résoudre la dynamique direte de la loomotion, il va nous falloir
développer une relation entre es deux types de mouvements sur le bré prinipal des on-
gurations. Généralement, un modèle dynamique est requis pour établir une telle relation,
i.e. la dynamique des ontats entre le système et le milieu environnant doit être résolue
('est e que nous allons voir un peu plus loin dans e hapitre). Cependant, il existe un
as partiulier où la loomotion est entièrement dénie par la inématique du système. Cela
peut se produire lorsque le modèle des ontats est enodé dans e que nous appelons une
"onnexion" sur le bré prinipal des ongurations [59℄. Dans la théorie de la loomotion,
une telle onnexion existe lorsque : (i) il existe une relation linéaire entre les petits dé-
plaements dans S et les petits déplaements dans G, (ii) ette relation est telle que les
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PSfrag replaements
Espae
horizontal
Figure 2.2  (a) La onnexion entre les mouvements internes (r˙) dans S et les mouvements
externes (η) dans G (adapté de [46℄) ; (b) Le bré prinipal G×S ; () Le bré tangent TM
d'une variété M .
déplaements innitésimaux (à gauhe) dans G sont indépendants des transformations g
(i.e. satisfait l'invariane gauhe).
Ce ontexte est illustré sur la Fig. 2.2. En remplaçant les déplaements par les vitesses,
nous remarquons qu'une telle onnexion ne dépend pas de la dynamique, et par voie de
onséquene relie les mouvements rigides d'ensemble aux mouvements internes au travers
d'un modèle inématique de la forme :
η +A(r)r˙ = 0. (2.3)
Cette dernière relation s'applique, sur le bré prinipal, en haque point (g, r) via l'équation
g(η + A(r)r˙)g−1 = 0, e qui dénit l'espae admissible des vitesses du système. Dans le
language de la géométrie diérentielle, et espae est une distribution partiulière dans C
appelée "espae horizontal" tel qu'illustré sur la Fig. 2.2(a). Du point de vue de la méanique
géométrique, A(r) est appelée forme loale de la onnexion. C'est une fontion des variables
internes r en vertu de la ondition (ii) mentionnée préédemment. Plus généralement, une
onnexion assoie (d'une manière unique) un élément d'une bre au-dessus d'un point ap-
partenant à la base de la variété, à un élément d'une bre au-dessus d'un autre point qui
est inniment prohe du premier. Cet appariement est illustré sur la Fig. 2.2(b) dans le as
d'un bré prinipal, et sur la Fig. 2.2() dans le as du bré tangent TM d'une variété M .
Ce dernier ontexte est bien onnu en géométrie Riemannienne où toute métrique est na-
turellement assoiée à une onnexion ω appelée "onnexion de Levi-Civita" qui transporte
parallèlement n'importe quel veteur tangent de la variété le long des géodésiques de sa
métrique [39℄. An d'illustrer une telle onnexion Riemannienne, nous onsidérons le as
d'une sphère bidimensionnelle S2 munie de la métrique Eulidienne induite de R3. Le long
des segments du grand erle (i.e. les géodésiques de S2), un veteur tangent peut être trans-
porté parallèlement d'un point à un autre. En onsidérant haque ourbe dans S2 omme un
ensemble inni de fragments innitésimaux de géodésiques, un transport parallèle peut être
déni le long de n'importe quelle ourbe dans S2, en partiulier lorsque nous onsidérons
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Figure 2.3  (a) Illustration du théorème de Gauss-Bonnet sur S2 ; (b) Un hangement
ylique de la onguration interne produisant un déplaement net dans G ; () La onnexion
méanique : le hat tombant et le satellite muni de rotors [30℄.
le as des ourbes fermées ommençant et se terminant en un même point de S. Lorsqu'un
veteur est parallèlement transporté le long d'un tel hemin fermé, le veteur obtenu après
transport apparaît omme tourné d'un ertain angle θ par rapport à son antéédent. Par
ailleurs, en vertu du fameux théorème de Gauss-Bonnet, ette élévation dans la bre est en
fait proportionnelle à l'aire de la surfae ironsrite par le hemin ainsi qu'à la ourbure
de l'espae (voir Fig. 2.3(a)). En d'autres termes, ette élévation traduit la ourbure de la
variété, et nous avons plus généralement :
θ =
∫
hemin
ω =
∫
surfae fermée
dω. (2.4)
Cette dernière équation est en réalité un as partiulier du théorème de Stokes, où dω dénote
la 2-forme de ourbure de la variété Riemannienne. Remarquablement, nous retrouvons e
ontexte dans le as du bré prinipal d'un MMS quand la bre est un groupe ommutatif
(voir Fig. 2.3(b)). Dans e as, nous pouvons assoier à l'équation (2.3) une 2-forme de our-
bure appelée dA qui relie les hemins fermés innitésimaux d'une allure donnée dans l'espae
des formes internes aux déplaements rigides d'ensemble orrespondants à ette allure dans
la bre
4
. Par onséquent, tout mouvement yle dans l'espae des formes internes va géné-
rer un mouvement net dans la bre appelé "phase géométrique" [22℄. Dans la loomotion
robotique, ette image géométrique est un outil puissant pour la génération des allures et
l'analyse de la ontrlabilité [91℄. Elle a été appliquée en partiulier aux systèmes ottants
4
Notons ii qu'en raison de la topologie de l'espae des formes internes, une onnexion "plate" peut,
néanmoins, générer un déplaement rigide d'ensemble. C'est le as du fameux Elroy's beanie [22℄, p.175.
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[116℄, aux robots-serpents [150℄ et à la nage à bas [92℄ et à haut nombre de Reynolds [88℄.
Nous allons à présent réexaminer les deux as (en robotique) où la dynamique direte
de la loomotion peut être entièrement dérite dans le ontexte inématique.
Premier as : La onnexion méanique
Prenons l'exemple du hat tombant ou elui du système de réorientation inertiel des
satellites montrés sur la Fig. 2.3(). Il est bien onnu qu'un hat, initialement maintenu par
ses quatre pattes en l'air puis lâhé, est apable de réorienter sa tête et son orps an de
se redresser avant d'avoir les pattes en bas au moment du ontat ave le sol. En faisant
ainsi, le hat résout un problème de loomotion sans ontats, puisque l'air n'a auune
inuene sur son mouvement. Comme les satellites (en orbite) munis de roues d'inertie, le
hat réoriente son orps de référene (i.e. sa tête) en transférant les moments inétiques
de ses degrés de liberté internes vers ses degrés de liberté externes. Du point de vue de
la géométrie, l'espae des ongurations de es systèmes (i.e. le hat et le satellite) est un
bré prinipal G× S où S est l'espae des formes internes du squelette du hat, ou le tore
tridimensionnel dans le as d'un satellite omplètement ationné, ave G = SO(3) pour les
deux systèmes. Plus préisément, nous prenons le repère ottant attahé au entre de gravité
du système omme repère de référene dont l'orientation par rapport au repère xe Galiléen
est dérite par R ∈ SO(3). Ainsi, en aord ave la loi de onservation du moment inétique,
puisqu'auune fore extérieure n'est appliquée sur le système, son moment inétique total
reste nul durant tout le mouvement, i.e. σ = 0. Dans e as, la loomotion est gouvernée
par la relation suivante :
σ = σ
ref
+ σ
s
= 0, (2.5)
où σ
ref
dénote le moment inétique dû aux mouvements du repère ottant (i.e. le mouvement
net de référene du MMS), tandis que σ
s
est le moment inétique dû aux mouvements de
formes internes. En développant le seond membre de l'équation (2.5), nous pouvons déduire
l'expression du moment inétique omme suit :
RTσ = Ilock(r)Ω + Ir(r)r˙ = 0, (2.6)
où Ilock est la matrie d'inertie angulaire du système gé dans sa onguration ourante r,
enore appelée "matrie d'inertie verrouillée" [22℄, Ω est le veteur de vitesse angulaire du
repère de référene dans sa base mobile, et Ir est la matrie de ouplage entre les aélérations
internes et externes. Comme la relation préédente (2.6) est invariante à gauhe (Ilock et Ir
sont indépendantes de R) et linéaire par rapport aux vitesses. Elle dénit don une onnexion
ayant la forme loale suivante :
A(r) = I−1lock(r)Ir(r). (2.7)
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Figure 2.4  La onnexion inématique : l'uniyle et les ondulations latérales d'un serpent
[30℄.
Dans la littérature relative à la méanique géométrique, une telle onnexion est appelée
"onnexion méanique" [116℄. Elle enode toutes les informations sur les éhanges iné-
tiques entre les degrés de liberté internes et externes. En se référant à nos onsidérations
introdutives sur la loomotion animale, le méanisme de loomotion utilisé par le hat tra-
duit, en réalité, le prinipe d'ation-réation pour lequel les fores d'inertie (de Coriolis et
entrifuges) remplaent les fores extérieures. Avant de lturer et exemple, remarquons
qu'en appliquant les mêmes onsidérations aux translations du repère ottant, et en utili-
sant le théorème du entre de masse, nous obtenons : A(r) = 0, puisqu'il n'y a pas de fores
extérieures agissant sur le système. Ainsi, les mouvements de formes internes ne peuvent
pas agir sur les mouvements linéaires du repère ottant, e qui implique qu'il n'y a pas de
"onnexion" entre es deux mouvements.
Seond as : La onnexion inématique
Dans e qui suit, nous allons onsidérer deux exemples qui font appel à un autre type de
onnexion onnue sous le nom de "onnexion inématique". La Fig. 2.4 présente les ondula-
tions latérales d'un serpent et une plateforme uniyle non-holonome. Le repère de référene
est attahé à la tête du serpent et à la plateforme. Étant donné que les deux systèmes évo-
luent dans le plan, le bré prinipal de leurs ongurations se dénit par SE(2)× S où S
représente l'espae des formes internes du squelette du serpent dans le premier as, et le tore
bidimensionnel des roues de l'uniyle dans le seond as. Ii enore, il existe une onnexion
[91℄,[149℄,[128℄ entre les mouvements de formes internes et les mouvements nets externes de
es deux systèmes. Cette onnexion est générée en supposant que les ontats entre le sol
et les éailles du serpent ou les roues de l'uniyle sont tous modélisés par des onditions
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idéales de non dérapage et de roulement sans glissement
5
. An d'établir l'expression de ette
onnexion, il sut d'insérer le mouvement du repère de référene dans les onditions iné-
matiques préédentes (i.e. de non dérapage et de roulement sans glissement) et de regrouper
dans les deux as un jeu de 3 = dim(SE(2)) ontraintes non-holonomes indépendantes dans
le bré prinipal. De ette manière, nous obtenons le fameux modèle inématique des pla-
teformes mobiles à roues sous la forme de (2.3), où enore une fois, la matrie A(r) étant
indépendante de g, elle dénit la forme loale d'une onnexion dite "onnexion inématique
prinipale" [22℄. Il est à noter que dans le as des robots-serpents tels que l'ACM [82℄, ette
onnexion est onstruite à partir des ontraintes latérales de non dérapage (les roues étant
passives). Dans le as de l'uniyle nous devons utiliser, en plus de la ontrainte de non
dérapage, elles de roulement sans glissement des deux roues ationnées. Ces ontraintes
non-holonomes seront analysées plus en détail dans la setion suivante dédiée au systèmes
ontraints.
2.4 Dynamique direte de la loomotion : Le as général
Comme nous l'avons mentionné préédemment, dans le as général, la dynamique est
requise an de résoudre le modèle diret de la loomotion. Vu la struture du bré prinipal,
le alul de ette dynamique requiert une attention partiulière. En eet, la struture de
groupe de Lie implique que le alul variationnel standard appliqué sur les artes d'une
variété peut être avantageusement remplaé par un alul intrinsèque appliqué diretement
au groupe. Un tel hoix présente l'avantage de reformuler la dynamique ave un minimum
de non-linéarités. Eetivement, dans une telle approhe, toutes les non-linéarités sont dues
à la ourbure du groupe (qui peut être onsidérée, intuitivement, omme une manifestation
de la non-ommutativité observée du té algébrique) et non à sa paramétrisation. Cei a
été exploré, avant l'émergene des groupes de Lie, en partiulier, par Euler en partant de
l'exemple d'une toupie rigide [13℄. Cependant, il a fallu beauoup plus de temps pour que
le point de vue "Eulérien" de la dynamique ne soit omplètement géométrisé par Poinaré
[132℄, suivi par Cetajev [41℄, Rumyantsev [144℄ et Arnold [13℄ du té Russe, ainsi que par
l'éole Amériaine de géométrie méanique à la suite de Marsden [110℄. L'idée de Poinaré
a été d'appliquer le prinipe variationnel d'Hamilton à l'ation du système diretement
dénie en terme de ses transformations et non omme une fontion de ses paramètres (e
qui orrespond à l'approhe adoptée par Lagrange) [36℄. De e point de vue, l'ation du
MMS sera dénie ii par :∫ t2
t1
L(g, r, g˙, r˙)dt =
∫ t2
t1
(T (g, r, g˙, r˙)− U(g, r)) dt, (2.8)
5
Dans le as du serpent, la forte anisotropie des frottements de sa peau le long des diretions axiale et
latérale justie de telles hypothèses.
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où L, T et U dénotent le Lagrangien, l'énergie inétique et l'énergie potentielle du système
dans le bré prinipal de ses ongurations, respetivement. Ensuite, en utilisant le prinipe
d'Hamilton, la trajetoire du système entre deux instants xés t1 et t2 satisfait la ondition
de stationnarité pour laquelle ∀δg tel que δg(t1) = δg(t2) = 0, nous avons :
δ
∫ t2
t1
L(g, r, g˙, r˙)dt = −
∫ t2
t1
δW
ext
dt, (2.9)
où δW
ext
dénote le travail virtuel des éventuelles fores extérieures non-onservatives exerées
par les ontats. Maintenant, en remplaçant les vitesses (réelle et virtuelle) de transformation
par le twist matériel des déplaements virtuels δζ = g−1δg et les vitesses réelles η = g−1g˙,
et en notant L(g, r, gη, r˙) = l(g, r, η, r˙) nous pouvons réérire la ondition de stationnarité
préédente omme suit : ∀δζ tel que δζ(t1) = δζ(t2) = 0 :
δ
∫ t2
t1
l(g, r, η, r˙)dt = −
∫ t2
t1
δW
ext
dt, (2.10)
où δW
ext
= δζTFc et l(g, r, η, r˙) est dénommé le "Lagrangien réduit à gauhe" du système,
qui prend la forme générale suivante :
l(g, r, η, r˙) =
1
2
(
ηT , r˙T
)( M M
MT m
)(
η
r˙
)
− U(g, r). (2.11)
Finalement, lorsque l'énergie potentielle U est indépendante des transformations g, le La-
grangien est dit "invariant gauhe" et nous avons dans e as :
L(g, r, g˙, r˙) = L(hg, r, hg˙, r˙), ∀h ∈ G, (2.12)
et en partiulier pour h = g−1, L(1, r, g−1g˙, r˙) = l(r, η, r˙). De la même manière, toute fore
de ontat Fc qui ne dépend pas expliitement de g est appelée invariante gauhe. Cela est
en eet une propriété de symétrie fréquemment vériée par les fores extérieures exerées
sur le MMS. An de parahever le alul de (2.10), nous allons exploiter deux propriétés
supplémentaires qui résultent du fait que la variation δ est appliquée en maintenant le temps
xé. Premièrement, r et r˙ étant onsidérés omme des entrées onnues via leur évolution
temporelle, nous avons δr = δr˙ = 0. Deuxièmement, nous avons néessairement δ(dg/dt) =
d(δg)/dt e qui onduit à :
δη =
dδζ
dt
+ [η, δζ ]. (2.13)
Cette relation, qui gouverne la ommutation entre la variation et la dérivation, joue un rle
lé dans le alul variationnel sur les groupes de Lie [132℄. En eet, elle permet de poursuivre
le alul de l'équation (2.9) via l'usuelle intégration par parties telle que pratiquée dans le
alul variationnel standard dû à Lagrange [69℄. Enn, sur la base de es propriétés, il est
possible de montrer que toute solution du prinipe variationnel préédent en est une pour
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l'équation de Poinaré [132℄ :
d
dt
(
∂l
∂η
)
− adTη
(
∂l
∂η
)
= Xg(U) + F, (2.14)
où pour tout η, adη est une matrie qui, appliquée à ξ, hange le veteur ξ entre deux
repères séparés par la transformation innitésimale (1 + η). Une telle matrie peut être
failement alulée à partir de la relation adη(ξ) = [η, ξ]. Qui plus est, Xg(U) modélise les
fores extérieures onservatives ave F
ext
= Fc + Xg(U). Notons ii que Xg(U) représente
le défaut de symétrie du système Lagrangien dont l'expression est détaillée sous sa forme
intrinsèque dans [36℄. Finalement, en appliquant l'équation (2.14) au Lagrangien réduit
déni préédemment, nous obtenons la dynamique direte du MMS donnée par :(
η˙
g˙
)
=
(
M−1F
gη
)
, (2.15)
où M est appelée le tenseur d'inertie verrouillée pare qu'il orrespond au tenseur d'inertie
du MMS onsidéré omme un orps rigide gé dans sa onguration ourante. De la même
manière, F = F
ext
+ F
inertial
(η, r, r˙, r¨) dénote le torseur 6 des fores extérieures et inertielles
verrouillées (y ompris elles induites par les aélérations inertielles). La deuxième ligne
de l'équation d'état préédente (2.15) onstitue l'équation de reonstrution du mouvement
de η à g. En allant plus loin dans la dynamique Lagrangienne, nous remarquons que la
diulté majeure réside dans le modèle des fores extérieures dont le alul peut s'avérer
extrêmement diile puisqu'il requiert la résolution de la physique des ontats entre le
système et le milieu environnant tel que par exemple :
 les obstales rigides dont les ontats sont modélisés par la dynamique non régulière,
tribologie, et ;
 uide Newtonien modélisé par les équations de Navier-Stokes ;
 les environnements plus exotiques tels que les milieux granulaires dont les lois rhéolo-
giques sont enore mal onnues.
Dans le as de la nage par exemple, le alul de F
ext
rélame la résolution numérique des équa-
tions de Navier-Stokes. Il est lair qu'un tel alul n'est pas ompatible ave les ontraintes
de type "temps réel" imposées par les appliations robotiques. Aussi, l'art de la modélisa-
tion physique onsiste à résoudre e type de problèmes au as par as. Cependant, il existe
deux sous-as qui ne requièrent que la géométrie an de résoudre le modèle de la loomo-
tion. Ces as géométriques se produisent lorsque F
ext
est invariant gauhe et Lagrangien
[21℄ ou lorsque F
ext
est engendrée par un jeu de multipliateurs de Lagrange ouplés à des
ontraintes, i.e. lorsque les ontats peuvent être modélisés par des ontraintes inématiques
idéales. Dans e qui suit, nous allons brièvement développer es deux sous-as.
6
Un torseur est une paire de fore et de ouple, i.e. un élément de l'espae dual de l'algèbre de Lie du
groupe G = SE(3).
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1er sous-as : lorsque les fores extérieures dérivent d'un Lagrangien (invariant à gauhe) :
Dans e as (introduit pour la première fois par Birkho [21℄), il existe une "fontion La-
grangien" l
ext
(r, η, r˙) telle que :
F
ext
= −
d
dt
(
∂l
ext
∂η
)
+ adTη
(
∂l
ext
∂η
)
, (2.16)
ainsi, le modèle de la dynamique de la loomotion se réérit omme suit :
d
dt
(
∂(l + l
ext
)
∂η
)
− adTη
(
∂(l + l
ext
)
∂η
)
= 0.
Par onséquent, si le système démarre du repos, i.e. si l'on a à t = 0 : ∂(l + l
ext
)/∂η = 0,
alors :
∂(l + l
ext
)
∂η
= 0, ∀t. (2.17)
Par exemple, dans le as de la nage à haut nombre de Reynolds, si un MMS est immergé
dans un uide idéal au repos, les fores hydrodynamiques exerées sur le système dérivent
d'une fontion Lagrangienne égale à l'énergie inétique des masses dites ajoutées
7
[100℄ :
l
ext
(g, r, η, r˙) =
1
2
(
ηT , r˙T
)( Madd Madd
MTadd madd
)(
η
r˙
)
,
e qui implique, en utilisant (2.17) ave l ayant la forme de (2.11) et U = 0, la loi de
onservation du torseur inétique suivante :
M˜η + M˜ r˙ = 0, (2.18)
où M˜ = M + Madd et M˜ = M + Madd. Nous retrouvons don la même struture que
elle du hat tombant, i.e. un modèle inématique de la forme (2.3), ave A = M˜−1M˜ .
Cette onnexion est appelée parfois "onnexion hydrodynamique", pare qu'elle enode les
éhanges des moments inétiques entre le orps et le uide environnant [108℄,[88℄,[92℄,[114℄.
Remarques :
1
o
) Contrairement à la onnexion méanique du hat tombant ou elle du satellite, la
onnexion hydrodynamique peut hanger à la fois la position et l'orientation du système
(puisque dans l'équation (2.18), η ∈ se(3)). Par voie de onséquene, e modèle simple peut
expliquer omment, à haut nombre de Reynolds, un MMS peut nager dans un uide au
repos.
7
Le terme "ajoutée" signie que ette énergie inétique orrespond à la masse du uide aélérée ave le
orps, de telle sorte qu'elle puisse être simplement ajoutée à la masse du orps.
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2
o
) Le fameux théorème de la oquille Saint-Jaques (sallop theorem en anglais) arme que
tout animal muni d'un seul degré de liberté interne ne peut se déplaer dans un uide idéal
au repos [135℄. En eet, en ouvrant sa oque, une telle "oquille mathématique" perdrait
le déplaement net qu'elle aurait gagné en la fermant, générant ainsi un mouvement rigide
d'ensemble nul après un yle. La modélisation de e mode de loomotion en utilisant la
"onnexion hydrodynamique" permet d'avoir une interprétation géométrique direte de e
résultat. En eet, dans le ontexte de la setion 2.3, un hemin fermé sur un espae uni-
dimensionnel S délimite une surfae d'aire nulle générant un mouvement net nul après un
yle.
3
o
) Dans le as d'un uide réel visqueux, les bords aigus de la oquille produisent de la
vortiité qui génère des variations du moment inétique. En eet, la loi de onservation du
moment inétique de l'ensemble "orps + uide" peut être étendue au as des ux rotation-
nels en ajoutant la ontribution de la vortiité à l'équation d'équilibre des torseurs (2.18)
[87℄. Dans la nature, la plupart des animaux volants ou nageurs génèrent et ontrlent la
vortiité autour de leurs organes propulsifs an de produire les fores de poussée et de por-
tane néessaires à leur loomotion.
4
o
) La nage à bas nombre de Reynolds peut être aussi modélisée en utilisant une "onnexion
de Stokes"[79℄. En réalité, e ontexte était la première appliation de la théorie de jauge
(dans les brés prinipaux) à la loomotion animale par Shapere et Wilzek [151℄,[152℄.
Dans e as, l'intuition suggère que les fores inertielles exerées par le uide sur le orps
sont négligeables devant les fores visqueuses. Ainsi, la résultante de es dernières, qui sont
essentiellement proportionnelles au hamp de vitesse du orps, est nulle. Une fois exprimées
dans le bré prinipal de ongurations, es vitesses sont linéaires par rapport à r˙ et η
onduisant ainsi à la onnexion de Stokes.
2ème sous-as : lorsque les fores extérieures sont des multipliateurs de Lagrange d'un
jeu de ontraintes inématiques :
Cette sous-lasse de MMS joue un rle important dans la loomotion terrestre des robots-
serpents et des robots marheurs. En eet, dans es as, les ontats peuvent être modélisés
par des ontraintes inématiques exprimées dans le bré prinipal de ongurations sous la
forme générale suivante [29℄ :
0m = A(r)η +B(r)r˙, (2.19)
où n = dim(G) et m est le nombre de ontraintes indépendantes imposées par les ontats,
de sorte que A et B sont des matries de dimensions m× n et m× p respetivement, et 0m
est le veteur de zéros de dimension m × 1. Dans e système de ontraintes, nous pouvons
distinguer deux as selon les valeurs relatives de rank(A) et n. Dans le premier as, nous
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avons rank(A) = n et l'équation (2.19) se réérit sous la forme partitionnée par blos omme
suit : (
0n
0(m−n)
)
=
(
A
A˜
)
η +
(
B
B˜
)
r˙, (2.20)
où A est une matrie arrée inversible de dimension n× n. Dans e as, la matrie A étant
inversible, η est omplètement dénie par l'évolution temporelle de r(t) via le modèle i-
nématique η = −Ar˙, où A = A
−1
B dénit la forme loale d'une onnexion inématique
dans le bré prinipal de ongurations [29℄. Par ailleurs, si m = n, alors le système mo-
bile multi-orps peut se déplaer dans tous les as, tandis que si m > n, alors les m − n
équations résiduelles de (2.20) peuvent être utilisées pour dénir les vitesses artiulaires r˙
préservant la mobilité de tout le système, i.e. vériant la ondition de ompatibilité suivante :
(B˜ − A˜A)(r)r˙ = 0, qui admet une solution non-triviale (r˙ 6= 0) si la mobilité est possible.
Finalement, dans e premier as, il y a susamment de ontraintes indépendantes pour rem-
plaer la dynamique par la inématique. Au ontraire, dans le deuxième as rank(A) < n,
et le méanisme n'a pas susamment de ontraintes pour dénir le mouvement rigide d'en-
semble en utilisant la inématique uniquement. Dans e as, des aluls supplémentaires
sont don néessaires. À et égard, l'appliation de l'inversion généralisée à l'équation (2.19)
permet d'érire :
η = H(r)ηr + J(r)r˙, (2.21)
où, si A† dénote la pseudo-inverse de la matrie A, alors J = −A†B, et H est une matrie
de dimension n× (n − rank(A)) dont les olonnes engendrent le noyau de A, i.e. elui des
ontraintes verrouillées
8
. En onséquene, ηr dénit un veteur (n− rank(A))×1 appelé vi-
tesse réduite (redued twist) dénissant les vitesses ompatibles ave les ontraintes. Ensuite
de quoi, en projetant la dynamique libre (2.15) dans le noyau des ontraintes verrouillées
nous obtenons la dynamique réduite suivante :(
η˙r
g˙
)
=
(
M−1r Fr
g(Hηr + Jr˙)
)
, (2.22)
qui régit l'évolution temporelle de ηr, oùMr = H
TMH et Fr = H
T (F−M(H˙ηr+J˙ r˙+Jr¨)).
Notons que dans ette dernière expression F = Fext + Finertial(η, r, r˙, r¨). Ainsi, puisque les
fores extérieures sont dues au ontraintes (2.19), i.e. Fext = A
Tλ, nous avons naturellement
HTFext = 0 (les fores de réation sont orthogonales au noyau des ontraintes). Au bout
du ompte, le seond membre de (2.22) dépend uniquement de l'état (g, η) et des entrées
imposées (r, r˙, r¨)(t), et peut don être intégré.
Remarques :
8
Pour les systèmes que nous onsidérons ii, le alul du noyau peut toujours être réalisé de manière
symbolique (à la main). Quand la omplexité augmente, il est possible de aluler l'équation (2.21) de
manière numérique en utilisant la SVD (Singular Value Deomposition) [96℄.
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(a) Un snake-board.
PSfrag replaements ψ
φ
−φ
l
(b) Paramétrisation du snake-board.
Figure 2.5  Un exemple des systèmes sous-ontraints : le snake-board.
1
o
) Remarquons ii que lorsque J = 0 et H = 1, nous retrouvons le as non-ontraint (1er as
de la setion 2.3), tandis que lorsque H = 0, le modèle inématique général (2.21) dégénère
en elui du 2
ème
as de la setion 2.3 ave la onnexion inématique J = −A. De e point de
vue, les as inématique (2
ème
as de la setion 2.3) et dynamique (1
er
as de la setion 2.3)
sont deux as extrêmes ou le nombre de ontraintes induites par les ontats dans le bré
prinipal des ongurations est maximum et minimum respetivement. En eet, dans le pre-
mier as, le nombre des ontraintes indépendantes m est égale à la dimension de la bre n,
alors que dans le seond as, il est nul puisque les ontats n'introduisent auune ontrainte
9
.
2
o
) Maintenant, il est faile d'imaginer des MMS appartenant au as intermédiaire où les
systèmes sont ontraints par un jeu de ontraintes dont le nombre est inférieur à la dimen-
sion de la bre m < n. Ce type de MMS inlut tous les systèmes dont le prinipe de la
loomotion onsiste à transférer le moment inétique des degrés de liberté internes au de-
grés de liberté externes via des ontraintes non-holonomes. À titre d'exemples, nous pouvons
iter le snake-board (voir Fig. 3.4 (a)), le trikke [43℄, un skieur se glissant sur une pente
raide, ou enore un patineur eetuant une ertaine horégraphie. Dans e dernier as, le
patineur utilise une onnexion méanique lorsqu'il saute en l'air, et une version ontrainte
de ette dernière, appelée "onnexion non-holonome", lorsqu'il est en ontat ave la glae.
Pour mieux xer les idées, nous allons à présent examiner de plus près un exemple emblé-
matique de ette lasse de systèmes : le snake-board (.f. Fig. 3.4 (b)). Dans e as, nous
avons m = 2 et n = dim(SE(2)) = 3. Par onséquent, l'équation (2.19) n'a que deux lignes,
et le noyau unidimensionnel de A est généré par le veteur vitesse (−2l cos2(φ), 0, sin(2φ))T .
9
Cela ne veut pas dire que le MMS n'a auun ontat ave son environnement. En réalité, si de tels
ontats existent, ils sont modélisés par des fores elles-mêmes régies par des lois physiques de ontat telle
que elle de Coulomb.
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Aussi, l'équation générale préédente (2.22) s'érit :
η˙r = tg(φ)
(
−aψ¨ + φ˙ηr
)
g˙ = g
 0 − sin(2φ) −2l cos
2(φ)
sin(2φ) 0 0
0 0 0
 ηr,
où a est un paramètre adimensionnel qui dépend du design du snake-board. Dans e as
"mixte" où la loomotion est gouvernée simultanément par les ontraintes inématiques et le
transfert inertiel, la struture géométrique peut être poussée plus loin. Cei a été réalisé dans
la théorie originale de la loomotion Lagrangienne due à Marsden et al. où la vitesse réduite
ηr est remplaée par un moment inétique réduit appelé "moment non-holonome" et déni
par pr = ∂l˜/∂ηr, ave l˜(ηr, r, r˙) qui représente le Lagrangien réduit, déduit en introduisant
(2.21) dans (2.11). Dans ette littérature, la dynamique direte de la loomotion (2.22) est
remplaée par : (
p˙r
g˙
)
=
(
fr(pr, r, r˙)
g(M−1r (r)pr −Anh(r)r˙)
)
, (2.23)
où Anh dénit la "onnexion non-holonome" qui généralise les onnexion méanique et iné-
matique au as mixte où le système est régi à la fois par la inématique et le transfert inertiel.
3
o
) En exploitant l'équation (2.23) il est possible d'étendre l'image géométrique détaillée
dans la Fig. 2.3 (a) au as dynamique. À ette n, il sut de réérire la seonde ligne de
l'équation (2.23) omme quit :
η =M−1r (r)pr −Anh(r)r˙, (2.24)
qui apparaît omme une généralisation de l'équation purement inématique (2.3). Sur la base
de ette remarque, dans le as général où pr 6= 0, tout mouvement ylique dans l'espae
des formes internes va générer non seulement une phase géométrique, mais aussi une phase
supplémentaire dite "phase dynamique". Ainsi, dans le as des systèmes omme le snake-
board, un mouvement ylique interne génère en premier lieu un moment non-holonome
(via la première ligne de (2.23)) qui est ensuite onverti en mouvement rigide d'ensemble
via l'équation (2.24).
4
o
) Les robots à roues bio-inspirés des serpents tel que l'ACM [82℄ appartiennent à la lasse
des systèmes sur-ontraints. Dans e as, leur loomotion est entièrement gouvernée par la
onnexion inématiqueA = A
−1
B. Qui plus est, la onstrution de A ave les trois premières
ontraintes des trois premiers segments (munis haun d'un essieu), dénit le mouvement
rigide d'ensemble omme une fontion des trois premières variables artiulaires. Pour les
autres artiulations, l'intégration des équations résiduelles dites "de ompatibilité" permet
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d'obtenir le mouvement "meneur-suiveur" observé dans l'ondulation latérale des serpents,
où toutes les setions du orps suivent le hemin traé par la tête du serpent.
5
o
) Il est important de noter que ertains systèmes peuvent exhiber diérents types de
loomotion en hangeant leurs ongurations. Par exemple, dans ertaines ongurations
singulières, le rang de la matrie A diminue, provoquant un passage brutal d'un as où les
mouvements nets sont entièrement dénis par la inématique, à un as où la dynamique
est requise. Cela peut se produire, par exemple, lorsque le robot-serpent ACM maintient
une ourbure onstante. Les robots marheurs, quant à eux, présentent tous les as et les
sous-as mentionnés préédemment : le as non-ontraint pendant la phase de "vol" (auune
des pattes du robot ne touhe au sol), le as omplètement ontraint lorsqu'une seule patte
supporte le robot, le as sur-ontraint si le robot s'appuie sur toutes es pattes, et même
le as sous-ontraint qui peut se produire dans des situations plus exotiques, telles que la
dane ou lorsqu'un modèle dégénéré des pattes est utilisé [74℄.
6
o
) Dans le as des systèmes dont la dynamique direte se réduit à la inématique, le alul
des mouvements rigides d'ensemble à partir des mouvements artiulaires internes ne signie
pas forément que es mouvements sont omplètement faisables. En eet, les mouvements
internes et externes peuvent être inématiquement possibles bien qu'ils soient dynamique-
ment irréalisables. Les ationneurs doivent être don apables de fournir les ouples internes
assurant la faisabilité dynamique des mouvements. Le alul de es ouples internes sera
traité dans le hapitre suivant (3).
2.5 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons brièvement passé en revue plusieurs aspets de la dy-
namique de la loomotion en robotique. Le problème général de la loomotion onsiste à
aluler les mouvements rigides d'ensemble (solutions de la dynamique externe direte) d'un
système mobile multi-orps, ainsi que les ouples internes (solutions de la dynamique interne
inverse) à partir de la onnaissane des mouvements artiulaires internes. An de traiter e
problème, nous avons développé progressivement un adre méthodologique Lagrangien en
utilisant des outils abstraits développés au ours des dernières années par la méanique
géométrique. En privilégiant l'intuition sur le formalisme rigoureux, e adre Lagrangien
général et unié onstitue un outil préieux pour la oneption, la modélisation, le ontrle
et la planiation des mouvements des robots rigides omplètement ationnés. Sur la base
de e ontexte, il devient naturel d'étendre ette approhe Lagrangienne de la dynamique
au as des robots ontenant des organes exibles. La modélisation de la déformation passive
des organes ompliants de tels robots lors de la loomotion fera l'objet du prohain hapitre.
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3.1 Introdution
Dans e hapitre, nous allons étendre le ontexte développé au hapitre préédent au as
des MMS ontenant des degrés de liberté passifs. Cette extension est néessaire si l'on veut
étudier omment il est possible de tirer parti de la passivité pour améliorer les performanes
de la loomotion. En partiulier, les degrés de liberté passifs vont permettre d'aumuler
l'énergie, de simplier le ontrle, d'extraire l'énergie de gravité... autant de possibilités
que l'on renontre dans la nature hez les animaux (.f. setion 1.1). Pour ela nous allons
onsidérer des degrés de liberté internes non ationnés. Nous verrons que de tels degrés de
liberté peuvent être soit entièrement déterminés par les ontraintes inématiques imposées
par les ontats ave l'environnement, soit vont requérir un modèle dynamique, en général
ouplé à la dynamique des degrés de liberté externe (ou "dynamique externe" ou enore
"dynamique de la loomotion"). Dans le premier as, les degrés de liberté seront appelés
"inématiques" puisque leur évolution dans le temps peut être entièrement déterminée par
un tel modèle, dans le seond, ils seront dit "dynamiques". Dans le as dynamique, on
s'intéressera en partiulier aux situations dans lesquelles les degrés de liberté sont loalisés
et peuvent être délarés omme des liaisons du système multi-orps. Dans e as, es ddls
peuvent être libres ou bien transmettre des eorts dépendants de l'état de la liaison. Dans
le premier as, la liaison est parfaite, dans le seond, elle requiert un modèle rhéologique
(élastique, frition...) reliant les eorts transmis aux mouvements introduits entre les orps
(position, vitesse). Enn, le adre proposé permet également de modéliser des degrés de
liberté passifs dynamiques introduits par des exibilités distribuées le long des orps. Dans
e as, nous utiliserons l'approhe du repère ottant dont le prinipe onsiste à séparer
les mouvements d'un orps déformable en deux omposantes. La première est dite "rigide"
puisqu'elle orrespond au mouvement d'un orps rigide, dit de référene, suivant le orps réel
dans son mouvement. La seonde omposante représente les mouvements de déformation
du orps réel par rapport au orps de référene. Dans ette approhe, le mouvement rigide
de référene est dérit par elui d'un repère attahé au orps de référene et appelé "repère
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ottant" en référene au fait qu'un tel repère peut n'être assoié à auun orps matériel mais
au ontraire "otter" autour du orps réel. An d'illustrer nos propos dans un adre simple et
aessible, nous utiliserons omme repères ottants des repères dits d'enastrement puisque
liés à une région rigide loalisée au niveau de la liaison en amont du orps onsidéré. Ave un
tel hoix, nous paramétrons la déformation d'un orps exible sur une base de modes dits
"supposés" et ii de type enastrés-libres, i.e. enastrés dans la liaison qui préède le orps
et libres de toute fore et mouvement à son extrémité opposée. Au bout du ompte, nous
mettrons à jour un proédé systématique de modélisation basé sur une séquene d'étapes
séparant distintement la modélisation inématique de la modélisation dynamique. En eet,
omme dans le hapitre préédent, nous ommenerons par exhiber la forme générale du
modèle des ontraintes pour un MMS à ddls passifs. Dans un seond temps, nous établirons
la forme générale des équations de la dynamique libre (non-ontrainte) d'un MMS ontenant
possiblement des ddls passifs. Puis nous proéderons à la projetion de la dynamique libre
dans le noyau des ontraintes, i.e. dans leur espae admissible. Finalement, nous donnerons
un moyen systématique et eae pour aluler la dynamique libre dans le as d'un système
dont la omplexité exlut sa modélisation à la main. L'approhe proposée est basée sur le
reours à la formulation de Newton-Euler des MS et à l'algorithme dû à Luh qui inverse
la dynamique de es systèmes. Nous verrons omment, il est possible de généraliser un tel
algorithme au ontexte beauoup plus vaste des MMS ontenant des orps à exibilités
distribuées. Sur la base de ette généralisation, nous verrons omment il est possible en
appliquant des entrées spéiques à et algorithme de reonstruire le modèle Lagrangien
de la dynamique libre de n'importe quel MMS ave des degrés de liberté passifs onentrés
et/ou distribués. Finalement, le hapitre s'ahèvera par des exemples illustratifs empruntés
à la dynamique des systèmes non-holonomes et à la "soft robotis".
3.2 Préambule
Le but de e préambule est double. Premièrement, il introduit le ontexte des résul-
tats présentés dans e hapitre, en partiulier les hypothèses de base, les onventions et les
notations sur lesquelles se basent es résultats. Deuxièmement, il présente le jeu d'équa-
tions nales de la dynamique et le relie aux théories les plus avanées dans le domaine de
la dynamique de la loomotion, i.e. elles développées par la ommunauté de méanique
géométrique à la suite de Marsden et al. [23℄.
3.2.1 Le adre du travail
L'objet de e qui va suivre est d'étendre le ontexte Lagrangien du hapitre préédent
au as d'un système ontenant des degrés de liberté internes passifs. An d'aomplir ette
extension, nous onsidérons un système multi-orps mobile (MMS) ave une topologie arbo-
resente omposée de N + 1 orps solides (possiblement ompliants), notés B0,B1,B2, ...BN
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PSfrag replaements
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Figure 3.1  La struture méanique arboresente d'un MMS : les orps sont numérotés
dans l'ordre roissant en partant du orps de référene B0 vers les orps terminaux. Ii nous
avons deux orps terminaux ompliants B11 et B12. Le orps B7 est un orps ompliant
intermédiaire.
(voir Fig. 3.1). Chaque paire de orps suessifs est onnetée par une seule artiulation
rotoïde
1
. En adoptant une paramétrisation nie de la déformation des orps, n'importe
quelle onguration du MMS onsidéré est dénie, omme dans le hapitre préédent, par
une paire (g, r) ∈ G × S où G dénote le groupe des déplaements nets (typiquement, un
sous-groupe de SE(3) ou SE(3) lui-même) du repère attahé au orps de référene B0, tan-
dis que S représente l'espae des formes internes paramétrées par les variables artiulaires
regroupées dans le veteur r dénissant "les degrés de liberté internes". Dans le as où es
ddls internes sont ationnés, ils sont appelés "atifs" et notés ra ; dans le as ontraire, ils
sont dits "passifs" et notés rp. An de distinguer es deux types de ddls internes, nous in-
troduisons le sous-espae des formes internes passives Sp ainsi que elui des formes internes
atives Sa tels que : S = Sp × Sa. Ainsi, la partition par blo "passive-ative" du veteur r
s'érit sous la forme r = (rTp , r
T
a )
T
. En outre, la dimension de la bre G est appelée n alors
que elle de S est notée s et telle que s = sp + sa où sp et sa sont les dimensions de Sp et
Sa, respetivement. Enn, l'inuene de l'environnement sur le MMS est modélisée via les
fores extérieures qui dépendent généralement de l'état et des aélérations ourantes du
système multi-orps et/ou d'un jeu de m ontraintes inématiques indépendantes que nous
1
Ces restritions ne sont pas omptées omme des hypothèses de base puisque tous e qui suit peut être
étendu à des systèmes multi-orps mobiles omprenant d'autres types d'artiulations ainsi qu'aux strutures
ave des haînes fermées.
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supposons persistantes et possiblement non-holonomes. Dans es onditions, l'idée générale
que nous allons poursuivre onsiste à traiter l'ensemble des degrés de liberté non ationnés
(i.e. les externes et les internes) sur le même plan, et à leur donner le rle qu'oupaient
les degrés de liberté externes au hapitre préédent. Ainsi, en appliquent les prinipes de la
dynamique Lagrangienne dans G× Sp × Sa, nous pouvons érire une première formulation
de la dynamique entière (i.e. interne et externe) du système omme suit : M M
T
p M
T
a
Mp mpp mpa
Ma map maa

 η˙r¨p
r¨a
 =
 fQp
Qa + τa
+
 A
T
BTp
BTa
λ, (3.1)
où de gauhe à droite nous trouvons : la matrie d'inertie du système dans l'espae de
onguration G× Sa × Sp ; le veteur des aélérations orrespondantes, ave η = g
−1g˙ un
élément de l'algèbre de Lie g de G qui dénit la vitesse du orps de référene exprimée
dans son propre repère ; le veteur des fores inertielles et extérieures (inluant les ouples
générés par les ationneurs τa) ; et nalement, le dernier terme à droite représente le veteur
des fores généralisées imposées par les ontraintes, où λ est un jeu de multipliateurs de
Lagrange forçant les ontraintes. Ave la dénition de l'espae de ongurations que nous
avons hoisi, es ontraintes peuvent être érites sous la forme générale suivante :
Aη +Bpr˙p +Bar˙a = 0, (3.2)
où A, Bp et Ba sont des matries de dimensionsm×n,m×sp etm×sa respetivement, qui ne
dépendent que de r. En partant de es ontraintes, nous allons voir dans la suite qu'il existe
deux types de degrés de liberté passifs. Le premier type regroupe les paramètres inématiques
passifs rp,kin, i.e. les ddls passifs dont l'évolution temporelle est déduite diretement de elle
des ddls atifs via la inématique des ontraintes. Le deuxième type, quant à lui, regroupe
les paramètres dynamiques passifs rp,dyn dont la détermination rélame la résolution de la
dynamique du système. Qui plus est, nous allons distinguer les ontraintes (3.2) reliant les
omposantes de (η, r˙p, r˙a) de leurs homologues "verrouillées" qui se déduisent de l'équation
(3.2) en y imposant r˙a = 0 :
Aη +Bpr˙p = 0. (3.3)
Physiquement, l'équation (3.2) représente les onditions inématiques imposées par les
ontats lorsque les liaisons artiulaires ationnées sont libres de bouger, tandis que l'équa-
tion (3.3) représente es mêmes ontraintes mais quand les artiulations ationnées ra sont
gées dans leur position ourante. Sur la base de ette distintion, nous introduisons mo
le nombre des ontraintes verrouillées indépendantes, et m le nombre des ontraintes non
verrouillées, tels que mo ≤ m.
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3.2.2 Extension du problème général de la loomotion
An d'établir le modèle dynamique attendu, le problème fondamental de la loomotion,
déni dans la setion 2.2 pour les MMS rigides omplètement ationnés, est ii étendu au
es des systèmes mobiles multi-orps ontenant des ddls passifs. Il s'énone omme suit :
en onsidérant les variables artiulaires ationnées ra omme variables de ontrle imposées
et données par leur loi d'évolution temporelle t 7→ ra(t), nous allons aluler la dynamique
direte passive (externe et interne) du système, i.e. nous allons établir un algorithme alu-
lant à haque pas de temps t d'une boule d'intégration temporelle, les aélérations pas-
sives (g¨, r¨p) à partir de la onnaissane de l'état ourant (g, rp, g˙, r˙p) et des entrées ourantes
(ra, r˙a, r¨a)(t). Une fois (g¨, r¨p) déterminées, un deuxième sous-problème onsiste à aluler
la valeur ourante du ouple d'ationnement τa requis par les artiulations et le mouve-
ment rigide d'ensemble, i.e. il s'agit d'établir et de résoudre la dynamique inverse interne
ationnée.
Il est important de noter ii que, plus qu'aboutir au modèle dynamique attendu, e
problème a aussi un fort intérêt pratique pour la robotique et la ommande, puisque les
allures (gaits) de la loomotion d'un robot sont déterminées prinipalement par les mou-
vements artiulaires. Qui plus est, le alul des ouples artiulaires permet de vérier la
faisabilité des mouvements (allures, man÷uvres) internes du robot. Finalement, dans tous
les développements qui suivent, la dépendane en temps des variables artiulaires est expli-
itement indiquée (i.e. ra = ra(t)), alors que toutes les autres variables passives dépendent
impliitement du temps, i.e. via la dynamique que nous herhons à résoudre.
3.2.3 Introdution aux équations nales de la dynamique
Avant de poursuivre, disutons un peu plus les équations (3.1)-(3.2). En toute rigueur,
ette première formulation de la dynamique n'est pas déduite des équations de Lagrange,
mais plutt de elles de Poinaré [132, 41℄. En eet, omme rappelé dans le hapitre préé-
dent, es dernières sont une extension des équations de Lagrange au as des systèmes dont
l'espae de onguration est déni omme un groupe de Lie non ommutatif (i.e. G × Rs
dans notre as). Comparée aux formulations dérivées des équations de Lagrange, l'avantage
de la formulation de Poinaré réside dans le fait que dans les équations (3.1)-(3.2), la dépen-
dane en g est onnée dans le veteur des fores extérieures telle la gravité ou dans toute
autre fore brisant la symétrie de l'espae ambiant. En onséquene, les équations (3.1)-
(3.2) sont plus simples que toute autre formulation dérivée des équations de Lagrange où
les mouvements rigides d'ensemble sont paramétrés dans R
n
en utilisant les angles d'Euler
par exemple. Dans le language de la méanique géométrique, es équations sont dites intrin-
sèques et lorsqu'elles ne ontiennent auune fore dépendante de g, (3.1)-(3.2) peuvent être
interprétées omme le résultat d'une rédution préliminaire (de (g, g˙) à η) de la dynamique
du système. Dans e qui suit, nous allons traiter un seond proessus de rédution qui vise
à supprimer les inonnues de réation λ (et leurs ontraintes assoiées) de (3.1)-(3.2). Nous
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m = mo m > mo
n+ sp = m
o λstat = 0, H = 0 λstat 6= 0, H = 0
n+ sp > m
o λstat = 0, H 6= 0 λstat 6= 0, H 6= 0
Table 3.1  Les valeurs de H et de λstat dans (3.4)-(3.8).
allons voir à la n de e deuxième proessus de rédution que le mouvement d'un système
mobile multi-orps ontenant des degrés de liberté internes passifs (y ompris eux intro-
duits par des exibilités distribuées), est dérit dans le as général, par le jeu d'équations
suivant :
η˙r = M˜
−1
r F˜r, (3.4)
r¨p,dyn = m
−1
pp,rQ˜p,r, (3.5)
τa = m˜aar¨a(t)− Q˜a +B
T
a λstat, (3.6)
g˙ = g(Jextr˙a(t) +Heeηr +Hepr˙p,dyn), (3.7)
r˙p = Jintr˙a(t) +Dr˙p,dyn, (3.8)
où, de haut en bas, nous renontrons la dynamique direte réduite du MMS, la dynamique
direte des degrés de liberté passifs dynamiques, la dynamique inverse des ddls ationnés,
l'équation de reonstrution du mouvement rigide d'ensemble et nalement l'équation de
reonstrution des mouvements passifs internes. Dans les équations (3.4)-(3.8) l'indie r
signie "réduit", tandis que le signe tilde sur une matrie donnée, dénote une version modiée
de ette dernière dans un ertain sens que nous expliquerons ultérieurement. M˜r(r) et
F˜r(g, r, r˙, r¨a(t), η) représentent la matrie d'inertie et le veteur des fores inertielles et
externes généralisées de la dynamique externe réduite. mpp,r(r) et Q˜p,r(g, r, r˙, r¨a(t), η) sont
la matrie d'inertie et le veteur des fores inertielles et externes généralisées vues des degrés
de liberté passifs dynamiques. m˜aa(r) et Q˜a(g, r, r˙, r¨a(t), η) dénotent la matrie d'inertie et
le veteur des fores inertielles et externes appliquées sur les ddls internes atifs, alors que
BTa λstat est le veteur des fores généralisées (i.e. les ouples de réation) possiblement
exerées par les ontraintes lorsqu'elle sont redondantes i.e. hyperstatiques. Enn, toutes
les autres matries intervenant dans (3.4)-(3.8) peuvent être déduites de (3.1)-(3.2). En
partiulier, Jext et Jint représentent ertaines matries Jaobiennes déduites de (3.2), tandis
que les olonnes des Hee, Hep et D sont des sous-blos de la matrie H dont les olonnes
engendrent le noyau des ontraintes verrouillées.
Les équations (3.4)-(3.8) que nous venons de détailler dénissent la formulation la plus
générale de la dynamique d'un MMS arboresent ontenant des ddls passifs, soumis à des
fores extérieures ainsi qu'à des ontraintes non-holonomes. Nous allons voir qu'en fontion
des valeurs relatives de m et mo, es équations peuvent être lassées omme le montre le
tableau 3.1. Avant de lturer ette setion, faisons d'abord quelques remarques.
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3.2.4 Remarques :
Remarque 1 : Dans les équations (3.4)-(3.8), la dynamique des ddls internes ationnés
apparaît sous sa forme inverse (3.6), où ra est imposé via son évolution temporelle, et λstat
représente les fores de réation des ontats qui ne produisent auune aélération des ddls
passifs
2
, d'où leur nom de "fores de réation statiques". Ainsi, nous pouvons déduire de
façon direte et simple, à partir de (3.4)-(3.8), la formulation direte de la dynamique du
MMS ontrlé par le veteur des ouples τa = τa(t). En eet, il sut juste de remplaer
ra(t) par ra dans (3.4)-(3.8), alors que la dynamique inverse (3.6) doit être remplaée par :
r¨a = m˜
−1
aa (τa(t) + Q˜a), (3.9)
où λstat n'apparaît plus dans le as diret. Comme nous allons le voir maintenant, ette
formulation direte de la dynamique a à voir ave la formulation proposée par la théorie
géométrique de la loomotion des MMS rigides omplètement ationnés. En eet, dans le as
où les fores extérieures de l'équation (3.1) sont indépendantes de la transformation g, ette
dernière disparaît de F˜r, Q˜p,r et Q˜a,r. Par ailleurs, si les ddls internes sont tous ationnés,
nous pouvons forer ra = r et τa(t) = τ(t) dans (3.4), (3.7) et (3.9) alors que (3.5) et (3.8)
sont simplement retirées. Dans es onditions, le remplaement de la vitesse réduite ηr par
son moment inétique onjugué appelé moment non-holonome et noté pr, permet de réérire
la dynamique direte sous la forme bien onnue suivante [23, 127℄ :
p˙r = fr(pr, r, r˙), (3.10)
g˙ = g(M−1r (r)pr −A(r)r˙), (3.11)
r¨ = m−1(r)(τ(t) +Q(r, r˙, pr)), (3.12)
où M˜ = Mr dénit le tenseur d'inertie verrouillée, et A représente la forme loale d'une
onnexion dénommée "onnexion non-holonome" quand la dynamique externe du système
est partiellement gouvernée par un jeu de ontraintes non-intégrables, ou "onnexion iné-
matique prinipale" lorsque les vitesses du orps de référene (i.e. les vitesses nettes) sont
entièrement déterminées par les vitesses des ddls internes via les ontraintes [126℄. Remar-
quablement, la même struture peut être renontrée dans le as de la nage à haut nombre
de Reynolds où la onnexion est appelée "onnexion hydrodynamique" [88℄, ou dans la nage
à bas nombre de Reynolds pour laquelle la onnexion est dite "onnexion de Stokes" [79℄.
Comme nous l'avons vu au hapitre préédent, dans tous es as de gure, le modèle des
fores extérieures est entièrement enodé dans un unique objet géométrique : la onnexion.
Remarque 2 : Lorsque les fores extérieures apparaissant dans l'équation (3.1) ne dé-
pendent pas de la transformation g, les formulations diretes déduites à partir de (3.4)-(3.8)
2
Ces fores apparaissent dans les systèmes loomoteurs redondants omme 'est le as des robots-serpents
sur-ationnés par exemples.
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et (3.10)-(3.12) jouissent toutes les deux de la symétrie héritée de l'invariane du Lagrangien
et de toutes les fores et ontraintes par rapport à l'ation gauhe de G sur G × S. Cette
propriété de symétrie appelée "invariane à gauhe"
3
aura la onséquene suivante : la dy-
namique des vitesses dans le premier as (et elle des moments inétiques dans le seond)
étant omplètement indépendante de g, elle peut être intégrée indépendamment dans un
premier temps, puis dans un seond temps, les vitesses qui en résultent sont introduites
dans le modèle inématique (3.7)-(3.8) et (3.11) an de reonstruire le mouvement [23℄ via
une seonde intégration. Nous pouvons retrouver ette propriété de déouplage dans le as
du uide idéal inompressible à ei près que la symétrie est produite dans e as par une
"invariane à droite" dans le groupe de onguration des diéomorphismes qui préservent
le volume [13℄.
3.3 La dynamique direte des degrés de liberté passifs
En ontinuation des objetifs de la setion 3.2.2, nous allons, dans ette setion, établir
un modèle permettant de reonstruire le mouvement des degrés de liberté passifs (internes et
externes) à partir de la onnaissane des mouvements imposés aux degrés de liberté internes
ationnés. Pour e faire, nous partons de la dynamique (3.1)-(3.2) dans laquelle nous allons
prendre la inématique des ontraintes en onsidération.
3.3.1 La inématique réduite des degrés de liberté passifs
Puisque ra est onnu via son évolution temporelle t 7→ ra(t), le système algébrique
linéaire et impliite (3.2) peut être réérit, alternativement, omme suit :
A‡η‡ +Bar˙a(t) = 0, (3.13)
ave A‡ = (A,Bp) et η
‡ = (ηT , r˙Tp )
T
qui dénote le veteur des vitesses passives (internes et
externes). En faisant appel à l'inversion généralisée de (3.13), nous déduisons failement le
modèle inématique général érit sous la forme suivante :
η‡ = Jr˙a(t) +Hη
‡
r, (3.14)
où J est détaillée omme suit (l'exposant (−1) indique une inverse généralisée) :
J = −(A‡)(−1)Ba, (3.15)
alors que le seond terme de (3.14) représente la forme générale des termes appartenant
au noyau de A‡, noté dans la suite K(A‡). Qui plus est, les olonnes de H engendrent
3
Dans la pratique, rappelons-nous qu'un tenseur est invariant à gauhe si, lorsqu'il est exprimé dans le
repère du orps de référene, il ne dépend plus de g.
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une base de K(A‡) et η‡r dénote le veteur des vitesses passives réduites. Maintenant, si
l'on partitionne (3.14) par blo, nous pouvons alors détailler la forme générale du modèle
inématique omme suit :(
η
r˙p
)
=
(
Jext
Jint
)
r˙a(t) +
(
Hee Hep
Hpe Hpp
)(
ηr
r˙p,r
)
, (3.16)
où ηr et r˙p,r dénotent les vitesses réduites externes et internes passives, respetivement. Cette
dernière équation va être utilisée dans la suite des développements omme un proessus de
rédution appliqué à la dynamique passive dansG×Sp. Dans e ontexte, l'équation (3.16) va
jouer le rle d'une relation permettant de hanger la paramétrisation des mouvements basée
sur les vitesses (η, r˙p) en une paramétrisation basée sur les vitesses réduites η
‡
r = (ηr, r˙p,r)
(ave dim(η‡r) ≤ dim(η
‡) = n + sp). Géométriquement, tandis que les vitesses non-réduites
η‡ appartiennent à l'espae tangent à G×Sp, les vitesses réduites Hη
‡
r vivent dans le sous-
espae ontraint de l'espae tangent à G × Sp. En tant que telles, es vitesses sont dites
ompatibles ave les ontraintes ; et l'espae de es vitesses ompatibles, déni en haque
point de G× Sp, est appelé l'espae admissible des vitesses.
3.3.2 Remarques
Remarque 3 : Si nous alulons η‡r = (ηr, r˙p,r), alors nous pouvons reonstruire omplète-
ment le mouvement du système en utilisant l'équation de reonstrution suivante :
d
dt
(
g
rp
)
=
(
g(Jextr˙a(t) +Hee ηr +Hep r˙p,r)
Jint r˙a(t) +Hpe ηr +Hpp r˙p,r
)
, (3.17)
dont nous pouvons intégrer la première ligne par rapport au temps numériquement à l'aide
d'un intégrateur géométrique intrinsèque dans G [129℄, ou alternativement, ave un intégra-
teur basé sur les quaternions, tandis que la seonde ligne rélame simplement des shémas
standards d'intégration.
Remarque 4 : En suivant les notations de la setion 3.2.1, pour modéliser l'évolution
des ddls passifs, nous pouvons distinguer deux as selon les valeurs relatives de mo =
rank(A,Bp) = rank(A
‡) et n + sp = dim(η
‡) :
1) Si le système est omplètement ou sur-ontraint, i.e. mo = n + sp, alors H = 0 et le
modèle des ddls passifs devient purement inématique. Dans e as, il y aura deux sous-as
en fontion des valeurs relatives de m et n + sp : 1.1) Quand m > n + sp (i.e. le système
est sur-ontraint), alors J = −A‡(−1)Ba, où la matrie inverse généralisée peut être déduite
en inversant mo lignes indépendantes de (3.13), tandis que les autres lignes jouent le rle
d'équations de ompatibilité qui doivent êtres satisfaites par les degrés de liberté ationnés
an de préserver la mobilité du système. 1.2) Quand m = n + sp (i.e. le système est om-
plètement ontraint), nous avons J = −A‡−1Ba.
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2) Si le système est sous-ontraint, i.e. mo < n + sp, alors les ontraintes ne sont pas
en nombre susant pour dénir les vitesses passives (externes et internes), d'une manière
unique, à partir de elles ationnées. Cela se traduit par l'existene d'un noyau non nul
(H 6= 0) des ontraintes dans lequel les vitesses passives sont gouvernées par un modèle
dynamique. Dans e as, nous prenons enore une fois J = −A‡(−1)Ba. Finalement, les élé-
ments du noyau de A‡ représentent les vitesses passives (externes et/ou internes) permises
par les ontraintes lorsqu'elles sont verrouillées dans les valeurs ourantes de ra.
Remarque 5 : Dans l'équation (3.16), r˙p,r représente un veteur de vitesses internes pas-
sives réduites modélisant les éventuelles ontraintes reliant les degrés de liberté internes
passifs. Plus généralement, es ontraintes peuvent mixer les degrés de liberté externes et
internes de telle sorte que la partition "externe-interne" n'est plus justiée. Ainsi, r˙p,r peut
être remplaé par un veteur de vitesses réduites non-intégrables νrp.
Remarque 6 : Dans e qui suit, nous onsidérons quelques as où haque oordonnée
passive est entièrement déterminée par les oordonnées atives via le modèle inématique des
ontraintes, ou dénie par un modèle dynamique uniquement. Ainsi, nous allons regrouper
le premier type de ddls dans un veteur de vitesses passives inématiques r˙p,kin, tandis que le
seond est regroupé dans un veteur de vitesses passives dynamiques r˙p,dyn. Formellement,
nous avons :
r˙p,dyn = Sr˙p , r˙p,kin = S¯r˙p, (3.18)
où S et S¯ sont des matries de 0 et 1 séletionnant, parmi les omposantes de r˙p, les vitesses
de natures inématique et dynamique, respetivement. En eet, S et S¯ agissent sur r˙p de
façons omplémentaires de sorte que :
r˙p = D¯r˙p,kin +Dr˙p,dyn, (3.19)
où D = ST et D¯ = S¯T sont des matries qui permettent de distribuer les degrés de liberté
passifs dynamiques r˙p,dyn et inématiques r˙p,kin dans le veteur des ddls passifs r˙p, res-
petivement. En outre, omme les vitesses internes passives inématiques sont entièrement
déterminées par les vitesses internes atives, le modèle inématique général (3.16) s'érit
alors omme suit : (
η
r˙p
)
=
(
Hee Hep Jext
0 D Jint
) ηrr˙p,dyn
r˙a(t)
 . (3.20)
où Jint prend la forme Jint = D¯J¯int, e qui permet de dénir J¯int.
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3.3.3 La dynamique réduite des degrés de liberté passifs
Dans ette setion, nous allons aluler la dynamique réduite passive d'un MMS ontrlé
par l'évolution temporelle des degrés de liberté atifs t 7→ ra(t). Cela peut être aompli en
projetant la dynamique passive de l'espae tangent à G×Sp dans son sous-espae admissible
déni par le noyau des ontraintes bloquées dans leur onguration ourante. Ensuite, une
première intégration temporelle de ette dynamique permet de aluler les vitesses réduites
ηr et r˙p,r que nous utiliserons, dans un seond temps, pour reonstruire le mouvement entier
du MMS dans l'espae via l'intégration de l'équation de la reonstrution (3.17). Cette
projetion est parahevée en deux étapes. Chaune d'entre elles orrespond à l'appliation du
proessus de rédution (3.16) aux mouvements réel et virtuel, i.e. dans l'espae des vitesses
et dans son dual, elui des fores. Dans ette perspetive, nous reonsidérons l'équation de
rédution (3.20) ayant pour onséquenes sur les aélérations réelles :
(
η˙
r¨p
)
=
(
Hee Hep Jext
0 D Jint
) η˙rr¨p,dyn
r¨a(t)
+( H˙ee H˙ep J˙ext
0 0 J˙int
) ηrr˙p, dyn
r˙a(t)
 . (3.21)
De la même manière, nous avons du té virtuel la relation de rédution suivante, signiant
que le hamp des déplaements virtuels, utilisé i-après, est ompatible ave les ontraintes
(3.2) : (
δζ
δrp
)
=
(
Hee Hep
0 D
)(
δζr
δrp, dyn
)
. (3.22)
Il est à noter que, du moment où les degrés de liberté atifs sont dénis par leur loi d'évolution
temporelle, alors l'équation (3.22) dénit le veteur des déplaements virtuels réduits (à
droite), que l'on déduit de la virtualisation de (3.20), ave δra(t) = 0 [69℄. Maintenant, nous
onsidérons la dynamique passive dans G×Sp ontrlée par l'évolution temporelle des ddls
atifs, i.e. les deux premières lignes de l'équation (3.1) où ra, r˙a et r¨a sont onsidérées omme
des variables exogènes spéiées par t 7→ ra(t). Nous pouvons don les mettre sous la forme
des travaux virtuels [69℄, en érivant pour haque (δζ, δrp) :
(
δζT , δrTp
)( M MTp
Mp mpp
)(
η˙
r¨p
)
=
(
δζT , δrTp
)( (finert −MTa r¨a(t)) + ATλ
(Qp inert −mpar¨a(t)) +Qp,int +B
T
p λ
)
,
(3.23)
où Qp,int représente un modèle physique des artiulations passives. Par exemple, si es
dernières introduisent de la frition ou des fores de rappel élastiques, nous prenons un
modèle de la forme :
Qp,int = −∂U/∂rp − ∂D/∂r˙p, (3.24)
ave U(rp) l'énergie de déformation et D(r˙p) une fontion de dissipation. Dans le as où les
liaisons artiulaires sont idéales, Qp,int devient simplement nulle Qp,int = 0. En prenant les
relations de rédution (3.21) et (3.22) en onsidération, nous pouvons réérire l'équilibre des
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travaux virtuels (3.23) sous la forme réduite suivante :
(
δζTr , δr
T
p,dyn
)(( Mr MTp,r
Mp,r mpp,r
)(
η˙r
r¨p,dyn
))
=
(
δζTr , δr
T
p,dyn
)( fr
Qp,r
)
, (3.25)
qui représente la projetion de la dynamique passive de l'espae tangent à G × Sp dans le
sous-espae réduit des vitesses admissibles. Dans l'équation (3.25), nous avons introduit la
matrie d'inertie réduite (indiée par un "r") donnée par4 :(
Mr M
T
p,r
Mp,r mpp,r
)
=
(
HTee 0
HTep D
T
)(
M MTp
Mp mpp
)(
Hee Hep
0 D
)
, (3.26)
ainsi que les fores réduites :(
fr
Qp,r
)
=
(
HTee 0
HTep D
T
)(
F
Q
)
, (3.27)
ave : (
F
Q
)
= −
(
M MTp
Mp mpp
)(
H˙eeηr + H˙epr˙p,dyn + J˙extr˙a(t) + Jextr¨a(t)
J˙intr˙a(t) + Jintr¨a(t)
)
(3.28)
+
(
finert −M
T
a r¨a(t)
Qp,inert +Qp,int −mpar¨a(t)
)
.
Par ailleurs, si des fores extérieures (autres que elles produites par les ontraintes) agissent
sur le système, alors elles peuvent être ajoutées au fores inertielles. Finalement, l'équation
(3.25) étant satisfaite pour n'importe quel déplaement virtuel réduit, la dynamique réduite
est gouvernée par les équations suivantes :(
Mr M
T
p,r
Mp,r mpp,r
)(
η˙r
r¨p,dyn
)
=
(
fr
Qp,r
)
, (3.29)
qui, une fois omplétée par l'équation de reonstrution (3.17), permet de réérire la dyna-
mique réduite direte des degrés de liberté passifs sous la forme de (3.4), (3.5), (3.7) et (3.8)
ave :
M˜r =Mr −M
T
p,rm
−1
pp,rMp,r, F˜r = fr −M
T
p,rm
−1
pp,rQp,r, et Q˜p,r = Qp,r −Mp,rM˜
−1
r F˜r.
3.4 La dynamique inverse des degrés de liberté atifs
Poursuivant la résolution du problème de la setion 3.2.2, nous supposons que nous
onnaissons déjà les mouvements passifs via leur loi d'évolution temporelle, résultant de
4
Notons ii que, ompte tenu du aratère idéal des ontats, les fores extérieures de ontat n'appa-
raissent pas dans es expressions, i.e. leur projetion dans l'espae admissible est nulle.
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l'intégration de leur inématique (3.7)-(3.8) ou de leur dynamique réduite dans le noyau
des ontraintes (3.4)-(3.5). Par voie de onséquene, nous pouvons utiliser la dynamique du
MMS avant rédution, i.e. (3.1), pour aluler les eorts de ontat λ. C'est e que nous
allons faire à présent. Pour ela, nous introduisons dans l'équation (3.1) la partition par
blo "passive-ative" tel que :(
M‡ M ‡Ta
M ‡a maa
)(
η˙‡
r¨a(t)
)
=
(
f ‡inert
Qa inert + τa
)
+
(
A‡T
BTa
)
λ, (3.30)
où λ et τa sont inonnus alors que toutes les variables de mouvement sont onnues. Ainsi,
nous pouvons onsidérer la première ligne de (3.30) omme un système algébrique permet-
tant de déterminer λ à haque instant du temps, i.e. :
(A‡T )λ+ ((f ‡inert −M
‡T
a r¨a(t))−M
‡η˙‡) = 0 , (3.31)
qui peut être vu omme le dual du système inématique (3.13). En appliquant une inversion
généralisée au système (3.31), nous arrivons à :
λ = (A‡T )(−1)
(
M‡η˙‡ − (f ‡inert −M
‡T
a r¨a(t))
)
+ λstat , (3.32)
ave λstat ∈ K(A
‡T ). Cette dernière expression orrespond à la forme la plus générale de
λ, dans laquelle le premier terme représente le veteur des fores de réation requises par
le mouvement, autrement dit, la partie des fores de ontat dédutible diretement du
mouvement. De l'autre té, le seond terme de (3.32) modélise les tensions internes ne
produisant auune fore généralisée sur les degrés de liberté (internes et externes) passifs.
Ainsi, e terme ne générera auune aélération passive, et sera dénommé, par onséquent,
"fore (ou hargement) de réation statique" et noté λstat. Maintenant, nous pouvons déduire
les ouples τa à partir de la deuxième ligne de (3.30) dans laquelle on introduit l'expression
générale de λ (3.32) tout en onsidérant l'équation (3.14) ave JT = −(A‡(−1)Ba)
T
:
τa = (maa +M
‡
aJ + J
TM‡J + JTM ‡Ta )r¨a(t) + (M
‡
a + J
TM‡)(Hη˙‡r + J˙ r˙a(t) + H˙η
‡
r)
−Qa,inert − J
Tf ‡inert +B
T
a λstat. (3.33)
Enn, en insérant η˙r = M˜
−1
r F˜r dans (3.33) nous obtenons (3.6) qui est la forme la plus
générale des ouples internes exerés par les ationneurs sur les artiulations atives. En
partiulier, les fores extérieures, autres que elles induites par les ontraintes inématiques,
sont modélisées simplement en remplaçant Qa,inert par Qa = Qa,inert+Qa,ext dans l'équation
(3.33).
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3.4.1 Remarques :
Remarque 7 : L'examen détaillé des solutions données par l'équation (3.31) permet de
xer λstat tel qu'expliité dans le tableau 3.1. En eet, nous allons avoir deux as selon les
valuers de mo = rank(A‡T ) et de m. Lorsque mo = m, le système est sous- ou omplètement
ontraint et λstat = 0, alors que, quandm
o < m, le système devient sur-ontraint et λstat 6= 0.
Remarque 8 : Dans le as où le système est sur-ontraint, les solutions de (3.31) données
par (3.32) et les ouples de ontrle orrespondants ne sont pas déterminés d'une manière
unique. Par onséquent, d'autres onsidérations doivent être prises en ompte an de trou-
ver les solutions de (3.32). À titre d'exemple, dans un problème de ontrle, nous pouvons
onsidérer λstat omme une liberté supplémentaire qui peut être exploitée pour réaliser des
objetifs autres que eux spéiés par la loi de ontrle du mouvement t 7→ ra(t). En parti-
ulier, en fontion des ontats entre les orps et le substrat, la stabilité peut être améliorée
en ontrlant les tensions internes (fores de réations internes statiques) omme 'est le as
des ondulations latérales des serpents [31℄. Du point de vue de la modélisation, l'indétermi-
nation de l'équation (3.32) peut être levée en invoquant un model supplémentaire apable
de apturer les eets des autres soures de ompliane. Ainsi, es nouvelles omplianes
augmentant la dimension de rp, vont ajouter de nouvelles olonnes à A
‡
et de nouvelles
lignes à A‡T . Par onséquent, elles vont augmenter le rang de la matrie A‡T jusqu'à e que
la ondition m = mo soit vériée, i.e. la ondition pour laquelle les ouples internes sont
dédutibles d'une manière unique à partir de l'équation (3.33), ave λstat = 0.
Remarque 9 : Finalement, dans tous les as, l'approhe de modélisation poursuivie ii se
déline en plusieurs étapes. La première étape onsiste à établir le modèle des ontraintes
verrouillées sous la forme de (3.2). Ensuite, après quelques manipulations onduisant à l'in-
version généralisée du modèle des ontraintes, nous pouvons déduire le modèle inématique
sous sa forme la plus générale (3.16). En parallèle à ela, nous alulons la dynamique du
système libre de toute ontrainte dans l'espae de onguration G × Sp. Cette dynamique
libre sera projetée, par la suite, dans l'espae admissible des vitesses an de aluler la dy-
namique direte réduite passive (3.26)-(3.29) de η‡r = (η
T
r , r˙
T
p,dyn)
T
. L'étape suivante onsiste
à intégrer ette dynamique réduite ainsi que l'équation de la reonstrution (3.17) par rap-
port au temps, e qui permet de aluler les mouvements des degrés de liberté passifs. Une
fois les mouvements de tous les degrés de liberté sont onnus, il ne reste qu'à aluler la
dynamique inverse des ouples dans Sa via l'équation (3.33). Enn, nous pouvons failement
réexprimer la dynamique interne des ddls ationnés sous la forme direte (3.9) an d'obtenir
une généralisation de (3.10)-(3.12) au as des systèmes mobiles multi-orps ave des degrés
de liberté passifs.
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3.5 Calul pratique de la dynamique d'un MMS libre de
toute ontrainte
En se basant sur la dernière remarque (remarque 9), nous allons établir la dynamique
d'un système non ontraint, sous la forme de l'équation 3.1 ave λ = 0. Lorsque le nombre de
orps du MMS onsidéré augmente, les expressions deviennent de plus en plus omplexes. Par
onséquent, l'obtention de e modèle dynamique basé sur le alul diret du Lagrangien et
l'utilisation des équations de Poinaré devient rapidement irréalisable. An de ontourner
ette diulté, nous proposons dans e qui suit une méthode de alul automatique et
eae de la dynamique libre basée sur l'algorithme réursif inverse de Luh [171℄.
Développé à l'origine pour les manipulateurs rigides, et algorithme utilise le modèle de
Newton-Euler des systèmes multi-orps (MS) pour aluler, à haque instant t d'une boule
de temps, le veteur des ouples artiulaires τ , en onnaissant les valeurs atuelles des va-
riables artiulaires imposées (r, r˙, r¨)(t), ainsi que les variables externes imposées (g0, η0, η˙0)(t)
du orps de référene B0 (i.e. la base du manipulateur)[120℄. En s'appuyant sur e résultat
de départ, l'algorithme de Luh a été d'abord étendu au as des systèmes multi-orps om-
pliants et ationnés dont les exibilités sont distribuées le long des orps du MS onsidéré
dans [34℄. Plus réemment, l'algorithme de Luh a été étendu au ontexte de la loomotion
des MMS rigides entièrement ationnés [93℄, où l'aélération du orps de référene n'est
plus imposée, mais doit être alulée via la résolution de la dynamique externe (i.e. elle
du orps de référene B0) ontrlée par les mouvements internes imposés au reste de la
struture. Proposé dans [93℄, et algorithme alule à haque instant de temps t, les ouples
artiulaires τ et l'aélération du orps de référene η˙0 à partir de l'état de e dernier (g0, η0)
et les mouvements artiulaires (r, r˙, r¨)(t). Nous nous proposons maintenant de ombiner es
deux extensions de l'algorithme de Luh an de aluler les ouples artiulaires dans le as
le plus général i.e. elui d'un système multi-orps mobile (MMS) dont les orps onstitutifs
peuvent avoir des omplianes distribuées. Ce résultat sera utilisé dans la suite pour aluler
les matries qui apparaissent dans le model Lagrangien de la dynamique libre d'un MMS
ave des ddls passifs, i.e. l'équation (3.1) ave λ = 0.
3.5.1 Notations et onventions
Avant de ommener la modélisation mathématique des MMS ompliants, nous présen-
tons d'abord quelques termes et expressions mathématiques de base. Nous onsidérons un
système multi-orps mobile ave une topologie arboresente omposée de N+1 orps rigides
où le orps de référene est noté B0 et les autres N orps sont B1, B2..., BN . Chaque pair de
orps suessifs est onnetée par une seule artiulation rotoïde. En suivant les onventions
usuelles de Newton-Euler pour l'indiçage des strutures arboresentes, les indies des orps
augmentent de B0 vers les orps terminaux omme illustré dans la Fig. 3.1. Dans tous les
aluls détaillés i-après, les indies i et k sont réservés pour désigner l'antéédent et le
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suesseur de l'indie ourant j, respetivement. Dans la suite, nous aurons aussi besoin
d'utiliser le onept de "orps omposite" [177℄. Un orps omposite B+j est un orps om-
posé de Bj et de tous es suesseurs gés dans la forme ourante du MMS et animés par le
mouvement de Bj . Chaque orps Bj est muni d'un repère orthonormé Rj = (Oj, sj , nj, aj)
de entre Oj , où aj est l'axe de rotation du seul degré de liberté de la liaison j. L'espae
ambiant est muni d'un repère spatial xe noté Rg = (Og, sg, ng, ag). La transformation ri-
gide qui transforme un repère orthonormé Rl en n'importe quel autre repère orthonormé
Rk est représentée par une matrie homogène de dimension (4× 4) notée gl,k ∈ SE(3), par
exemple, la transformation de matrie gj,i = g
−1
i,j qui applique le repère Rj du orps Bj sur
le repère Ri du orps Bi, se détaille omme suit :
gj,i =
(
Rj,i Pj,i
0 1
)
, (3.34)
où, Pj,i =
j(OjOi) et Rj,i est une matrie (3 × 3) qui d'érit l'orientation du repère Ri par
rapport à Rj . Par ailleurs, en adoptant l'espae des twists R
6
omme dénition de se(3), le
"twist" de Bj est déni par un veteur (6 × 1) noté ηj qui ontient les omposantes de la
vitesse du orps Bj exprimée dans Rj , tandis que sa dérivée par rapport au temps η˙j désigne
le veteur (6× 1) des aélérations du orps Bj , où :
ηj =
(
Vj
Ωj
)
, η˙j =
(
V˙j
Ω˙j
)
.
Qui plus est, en partant de gj,i, nous introduisons l'opérateur adjoint Adgj,i ainsi que l'opé-
rateur Rgj,i, de dimensions (6× 6), dénis respetivement par :
Adgj,i =
(
Rj,i P̂j,i.Rj,i
0 Rj,i
)
, Rgj,i =
(
Rj,i 0
0 Rj,i
)
. (3.35)
Le premier opérateur Adgj,i permet d'eetuer des hangements de repère, i.e. transporter
un twist du repère ottant Ri au suivant Rj via la relation :
jηi = Adgj,iηi. Du té "dual",
une fore Fj peut être tirée vers l'arrière de Rj à Ri par :
iFj = Ad
T
gj,i
Fj . Quant au se-
ond opérateur Rgj,i , il hange simplement la base d'expression (sans hanger le point de
rédution) d'un torseur, du orps Bi à son suesseur Bj .
3.5.2 Modèle généralisé de Newton-Euler des MS omplètement
ationnés ave des omplianes distribuées
Dans [34℄, l'algorithme de Luh, initialement dédié aux manipulateurs rigides, a été étendu
au as des systèmes multi-orps (MS) omplètement ationnés dont les omplianes (exibi-
lités) sont distribuées le long des orps onstitutifs. Ce résultat a été obtenu par extensions
des équations de Newton-Euler des MS rigides au as des MS exibles en se basant sur
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l'approhe dite du repère ottant détaillée dans [32℄. Nous rappelons ii les équations ainsi
obtenues, pour j = 0, 1, 2..N , dans le as où les modes supposés utilisés pour dérire la
déformation de haque orps sont de type enastré-libre (i.e. les orps déformables sont
rigidement attahés aux artiulations qui les préédent) :
• Modèle de Newton-Euler généralisé de haque orps :
(
Mj M
T
j
Mj mj
)(
η˙j
r¨ej
)
=
(
Fj
Qj
)
+

Fj −
∑
k/j=a(k)
Ad Tgk,jFk
−
∑
k/j=a(k)
ΦTj Rgj,kFk
 . (3.36)
• Modèle inématique des transformations :
gj = gi gei gri. (3.37)
• Modèle inématique des vitesses :
ηj = Adgj,i ηi + Rgj,i Φi r˙ei + Aj r˙j . (3.38)
• Modèle inématique des aélérations :
η˙j = Adgj,i η˙i +Rgj,i Φi r¨ei + ζj. (3.39)
Ce modèle régit la dynamique du système omposé de N orps dans l'espae de onguration
(SE(3) × Se0)× (SE(3) × Se1) ×... (SE(3) × SeN) où Sej est l'espae des formes internes
des oordonnées modales (élastiques) du orps Bj . Comme tout modèle de type Newton-
Euler, (3.36)-(3.39) est struturé en deux jeux d'équations. Le premier jeu (3.36) orrespond
à l'équilibre dynamique d'un orps isolé
5
, alors que le seond (3.37)-(3.39) modélise les
ontraintes inématiques imposées par les artiulations
6
.
Dans les équations (3.36)-(3.39) nous avons introduit les notations suivantes : la jème
variable artiulaire est notée rj, rej est le veteur des oordonnées modales (i.e. elui des
oordonnées de déformations passives élastiques dans une approximations du type modes
supposés [113℄) du jème orps, la transformation gj qui applique le repère galiléen Rg sur le
jème repère ottant Rj (attahé au orps Bj), la vitesse ηj = g
−1
j g˙j du j
ème
orps exprimée
dans le jème repère ottant, le torseur des fores de liaison méanique Fj exerées par le
orps Bi sur son antéédent Bj , le torseur Fj = fin j + fext j regroupant les fores inertielles
(i.e. elles de Coriolis et entrifuges) fin j et les fores extérieures fext j agissant sur le orps
Bj , la transformation élastique gej induite par la déformation du orps Bj en son point
5
Dans l'équation (3.36), nous trouvons de gauhe à droite la matrie d'inertie généralisée, le veteur
regroupant les aélérations du orps de référene ainsi que les aélérations modales, le veteur fores
généralisées d'inertie, de rappel élastique (i.e. de ohésion interne) et extérieures hormis les fores généralisées
de liaison méanique entre les orps qui sont exprimées par le dernier veteur à droite de l'équation (3.36).
6
L'équation (3.37) (à partir de laquelle (3.38) et (3.39) sont déduites par dérivation par rapport au temps)
modélise omment il est possible de passer d'un repère ottant à son suesseur le long de la struture.
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de onnexion ave son suesseur, la vitesse élastique Φj r˙ej = g˙ejg
−1
ej orrespondante aux
déformations du orps Bj dans le j
ème
repère ottant, la transformation grj qui appliquerait
le ième repère ottantRi sur son suesseur Rj si le MMS était rigide (et qui dénit le modèle
géométrique de la haîne), la vitesse Aj r˙j = g
−1
rj g˙rj orrespondante à la transformation grj, ζj
le veteur (6×1) ontenant les aélérations orrespondantes ainsi que les vitesses résiduelles
provenant de la dérivation temporelle de l'équation (3.38)
7
et donné par :
ζj =
(
jRi(Ωi × (Ωi ×
iPj))
jΩi × r˙jaj
)
+ r¨jAj. (3.40)
Finalement, puisque B0 est le orps de référene qui dénit le mouvement rigide d'ensemble
(i.e. les mouvements externes du MMS), nous adoptons, dans les développements qui suivent,
la notation suivante : (g0, η0, η˙0) = (g, η, η˙).
3.5.3 La dynamique inverse d'un MS ompliant omplètement a-
tionné
En se basant sur les équations (3.36)-(3.39), Boyer et al. ont proposé un algorithme
eae permettant de aluler, à haque instant t, les ouples τ et les aélérations élas-
tiques r¨e d'un MS exible en onnaissant l'état élastique ourant (re, r˙e), l'état imposé et
l'aélération imposée du orps de référene (g, η, η˙)(t) ainsi que les états et les aélérations
artiulaires imposées (r, r˙, r¨)(t) [34℄. Nous rappelons ii la struture de et algorithme, dans
le as des modes enastrés-libres. Il se ompose de trois réurrenes répétées à haque pas t
d'une boule de temps :
La première réurrene : Première réurrene avant sur les variables dépendantes de l'état,
initialisée par (g0, η0) = (g, η)(t) :
Pour j = 1 à j = N aluler :
gj = gi gei gri, (3.41)
ηj = Adgj,iηi +Rgj,iΦir˙ei + r˙jAj , (3.42)
ζj, Adgi,j , Rgi,j ,Mj, Mj , Fj, (3.43)
Fin Pour.
La deuxième réurrene : Réurrene arrière sur les orps omposites, initialisée par M+j =
Mj, M
+
j = Mj , m
+
j = mj , F
+
j = Fj, Q
+
j = Qj , M˜
+
j = Mj −M
T
j m
−1
j Mj et F˜
+
j = Fj −
MTj m
−1
j Qj :
7
Le leteur intéressé le alul détaillé des expressions de es grandeurs physiques et renvoyé à [32℄.
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Pour j = N à j = 1 aluler :
M+i =M
+
i + Ad
T
gj,i
M˜+j Adgj,i, (3.44)
M+Ti = M
+T
i + Ad
T
gj,i
M˜+j Rgj,iΦi, (3.45)
M+i = M
+
i + Φ
T
i Rgi,jM˜
+
j Adgj,i, (3.46)
m+i = m
+
i + Φ
T
i Rgi,jM˜
+
j Rgj,iΦi, (3.47)
F+i = F
+
i + Ad
T
gj,i
(F˜+j − M˜
+
j ζj), (3.48)
Q+i = Q
+
i + Φ
T
i Rgi,j(F˜
+
j − M˜
+
j ζj), (3.49)
M˜+i =M
+
i −M
+T
i m
+−1
i M
+
i , (3.50)
F˜+i = F
+
i −M
+T
i m
+−1
i Q
+
i , (3.51)
Fin Pour.
La troisième réurrene : Deuxième réurrene avant sur les aélérations des orps, les
ouples élastiques et les aélérations élastiques, initialisée par η˙0 = η˙(t) :
Pour j = 1 à j = N aluler :
η˙j = Adgj,i η˙i +Rgj,i Φi r¨ei + ζj, (3.52)
r¨ej = m
+−1
j (Q
+
j −M
+
j η˙j), (3.53)
τj = A
T
j (M˜
+
j η˙j − F˜
+
j ). (3.54)
Fin Pour.
Avant d'exploiter et algorithme pour aluler la dynamique Lagrangienne libre, faisons
d'abord quelques remarques .
3.5.4 Remarques
Remarque 10 : Dans le as d'un MS exible (dont le orps de référene n'est pas mobile),
et algorithme fontionne de la manière suivante. Les trois réurrenes préédentes sont
inluses dans une boule globale d'intégration temporelle. À haque pas de temps, l'algo-
rithme ommene par la première réurrene avant (3.41)-(3.43) où toutes les variables qui
dépendent de l'état ourant et des entrées sont alulées. Ces variables vont ensuite alimen-
ter la réurrene arrière (3.44)-(3.51) an de aluler, pour haque j allant de j = N jusqu'à
j = 1, la matrie d'inertie M˜+j et la fore F˜
+
j relative au orps omposite B
+
j , i.e. le orps
rigide omposé de B+j et de tous les orps le suédant dont les liaisons artiulaires sont
gées dans leurs onguration ourante [177℄. Ces matries sont nalement utilisées dans la
troisième réurrene (3.52)-(3.54) pour aluler les sorties de l'algorithme à l'instant t, i.e.
les fores appliquées entre les orps de la haîne, les aélérations élastiques et les ouples
artiulaires.
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Remarque 11 : L'idée oneptuelle lef sur laquelle se base l'élaboration d'un tel algorithme
onsiste à onsidérer les équations (3.36) et (3.39) pour j = N,N − 1, ...1, et d'en déduire
une relation générique de la forme :
Fj = M˜
+
j η˙j − F˜
+
j , (3.55)
où M˜+j dépend de la onguration et F˜
+
j est fontion de la onguration, des vitesses et
des aélérations artiulaires. Ensuite de quoi, puisque pour un manipulateur nous avons
η˙0 = η˙(t), alors nous pouvons déduire de (3.55) ave j = 0, la première fore de réation F0
entre les orps B0 et B1 qui va initialiser une substitution réursive onduisant à la réurrene
arrière sur les orps omposites (3.44)-(3.51)
8
.
3.5.5 Généralisation de l'algorithme de Luh aux MMS ompliants
omplètement ationnés
Sur la base des remarques préédentes, il devient lair que l'extension de l'algorithme
réursif (3.41)-(3.54), du as des système multi-orps (MS) au as des systèmes mobiles
multi-orps (MMS), rélame le alul des aélérations du orps de référene qui, au lieu
d'être imposées omme 'est le as pour les MS, doivent être déduites de la dynamique
externe du système (3.4). Dans le es des MMS ompliants non-ontraints, ette dernière
prend la forme non-réduite suivante :
η˙ = M˜−1F˜ . (3.56)
En eet, puisque pour un MMS, le orps de référene B0 n'a pas d'antéédent, nous
avons néessairement F0 = 0. Aussi, en imposant F0 = 0 dans l'équation (3.55) ave j = 0,
on obtient :
M˜+0 η˙0 = F˜
+
0 , (3.57)
qui n'est autre que la dynamique externe passive du MMS (3.56) ave M˜ = M˜+0 , F˜ =
F˜+0 et aussi η0 = η. Finalement, an d'étendre l'algorithme du as des MS totalement
ationnés au as des MMS omplètement ationnés nous avons juste besoin d'insérer entre
les deux réurrenes (3.44)-(3.51) et (3.52)-(3.54) le alul de η˙ = M˜+−10 F˜
+
0 , qui apparaît
maintenant omme une sortie additionnelle de l'algorithme, et omme une ondition initiale
pour la dernière réurrene (3.52)-(3.54). Par onséquent, e nouvel algorithme réursif
peut aluler diretement les ouples internes et les aélérations nettes (i.e. résoudre les
8
Pour aller plus loin dans les détails de e proessus, nous pouvons obtenir (3.55) à l'étape j en utilisant la
deuxième ligne de (3.36) pour isoler les aélérations élastiques que nous insérons dans la première ligne (dans
la dynamique des struture, e proessus est appelé "la ondensation", et "les degrés de liberté élastiques
sont ainsi ondensés sur les ddls rigides"). En onséquene, il ne reste plus qu'à ombiner la réurrene sur
les aélérations (3.39) ave es équations ondensées pour obtenir la relation (3.55) qui va être utilisée dans
l'étape j − 1 pour supprimer la fore Fj de la (j − 1)
ème
version de l'équation (3.36) et retrouver, ainsi, la
forme des équations obtenues à la jème étape.
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dynamiques interne inverse et externe direte de la setion 3.2.2) pour un MMS ompliant
non-ontraint et totalement ationné. Dans le as des systèmes ontraints, nous utilisons les
formules de rédution (3.29), (3.26)-(3.28) et (3.33) où les matries de la dynamique libre
M,Mp,Ma, maa, map, mpp, finert, Qa,inert et Qp,inert sont expliitement alulées à l'aide de
e nouvel algorithme réursif. Le détail de es aluls est donné dans les deux setions
suivantes, dans le as d'un MMS rigide muni d'artiulations passives (setion 3.5.6) et dans
le as plus général des MMS ontenant des orps ompliants et des artiulations passives
(setion 3.5.7).
3.5.6 Calul réursif de la dynamique libre d'un MMS rigide ave
des artiulations passives
Dans ette setion, nous traitons le as d'un MMS dont tous les orps onstitutifs sont
rigides, mais qui peut avoir des artiulations non-ationnées soit pare qu'elles sont libres
de toute fore, soit pare qu'elles transmettent des fores élastiques et/ou de frition. Ce-
pendant, an de aluler la dynamique Lagrangienne libre d'un tel système, nous allons
temporairement (et artiiellement) remplaer les ouples des artiulations passives des tor-
seurs d'eorts internes Fj de l'équation (3.36) par des ouples de ontrle tifs non nuls.
Ainsi, toutes les artiulations passives sont ationnées, et le modèle Lagrangien équivalent
prend la forme : (
M MT
M m
)(
η˙
r¨
)
=
(
f
Q+ τ
)
, (3.58)
où les degrés de liberté passifs et atifs intervenant dans l'équation (3.1) ne sont plus dis-
tingués (r = (rTp , r
T
a )
T
) et où τ = (τTp , τ
T
a )
T
dénote le veteur s × 1 des ouples réels et
tifs. Du point de vue de l'algorithme préédent, le système onsidéré est un MMS rigide
totalement ationné pour lequel nous pouvons appliquer les réurrenes préédentes où tous
les termes élastiques ont été enlevés au préalable. Dans es onditions, la réurrene arrière
se réduit à (3.44) et (3.48) où, à partir des équations (3.50) et (3.51), nous avons M˜+j =M
+
j
and F˜+j = F
+
j . De l'autre té, la seonde réurrene avant se réduit à (3.52) et (3.54) ave
des aélérations élastiques nulles. An de aluler toutes les matries apparaissant dans
l'équation (3.58) (i.e. M, M , m, f et Q) nous pouvons utiliser et algorithme simplié en
lui appliquant des entrées bien spéiques. À ette n, nous dénissons δk omme le veteur
de dimension (n × 1) ou (s × 1) dont toutes les omposantes sont nulles sauf la kime qui
est égale à 1. Ensuite, l'appliation de la première réurrene avant et la réurrene arrière
(3.44) sur les matries d'inerties des orps ompositesM+j donne, omme nous l'avons men-
tionné dans la setion 3.5.5 : M = M+0 . Qui plus est, à l'aide des équations (3.56), (3.57)
et la première ligne de (3.58), il devient manifeste que F = F+0 = f(r, r˙) −M
T (r)r¨. Cela
nous permet de aluler la matrie M olonne par olonne en appliquant respetivement
les entrées spéiques (r¨, r˙, r)=(δk, 0, r(t)) sur la réurrene (3.48) (relative aux F
+
j ), ave
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k égale à 1, 2, ..s, suessivement. De la même manière, en imposant (r¨, r˙, r) = (0, r˙(t), r(t))
omme entrées de (3.48), nous obtenons f omme sortie.
Une fois que tous les termes de la première ligne de (3.58) sont onnus, nous pouvons
aluler les termes restant, en utilisant l'algorithme en entier, i.e. omposé de ses trois
réurrenes où les termes élastiques ont été enlevés. Un tel algorithme alule le veteur des
ouples internes τ = (τTp , τ
T
a )
T
à partir de la onnaissane des mouvements artiulaires t 7→
(r, r˙, r¨)(t) et les onditions aux bords imposés par le orps de référene : t 7→ (g, η, η˙)(t). En
eet, du moment où τ = mr¨+Mη˙−Q, il devient lair que l'appliation des trois réurrenes
ave omme entrées (η˙, η)=(0, 0) et (r¨, r˙, r)=(δk, 0, r(t)) pour k = 1, 2, ..s, permet de aluler
en sortie les olonnes dem. En outre, en appliquant (r¨, r˙, r) = (0, r˙(t), r(t)) omme entrée du
même algorithme ave les mêmes onditions aux bords, nous réupérons en sortie le veteur
−Q. Finalement, le terme M étant ommun à la dynamique interne et à la dynamique
externe, il peut être, alternativement reonstruit olonne par olonne en alulant les ouples
ave pour entrées : (η˙0, η0)= (δk, 0) pour k = 1, 2, ..n, et (r¨, r˙, r) = (0, 0, r(t)).
In ne, toutes les matries apparaissant dans (3.58) sont alulées, et il ne reste plus
qu'à redonner aux omposantes de τp leurs véritables expressions (passives), pour obtenir le
modèle de la dynamique libre d'un MMS rigide ave artiulations passives.
3.5.7 Calul réursif de la dynamique libre d'un MMS sous-ationné
ave des omplianes distribuées sur les orps terminaux
Dans ette setion, nous allons onsidérer un MMS ave des omplianes distribuées le
long de ertains de ses orps terminaux. Ce as de gure mérite une attention partiulière
pare qu'il joue un rle important dans la loomotion bio-inspirée des animaux exploitant les
avantages de leurs organes terminaux ompliants tels que les nageoires audales des poissons
et les ailes des insetes, et. Nous allons don utiliser avantageusement
9
ette restrition an
de prolonger l'algorithme réursif préédemment développé (3.41)-(3.54). En aord ave
l'approhe du repère ottant de [38℄, les déformations distribuées sont dérites sur la base
d'un jeu de modes-supposés dont les omposantes dépendantes du temps sont regroupées
dans un veteur de oordonnées élastiques noté re (dans tous e qui suit, l'indie e voudra
dire "élastique"). An de aluler réursivement la dynamique libre d'un tel système, nous
allons onsidérer, omme dans le as préédent, que les éventuels degrés de liberté passifs rp
sont ationnés par le veteur des ouples τp. Ainsi, la dynamique Lagrangienne libre prend
9
En toute rigueur, le as plus général des MMS ontenant des exibilités distribuées le long de n'importe
quel orps de la haîne, requiert le développement d'un autre type d'algorithmes i.e. non-réursifs an de
pouvoir aluler la dynamique de tels systèmes loomoteurs.
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la forme générale de base : M M
T
e M
T
Me mee m
T
e
M me m

 η˙r¨e
r¨
 =
 fQe
Q + τ
 . (3.59)
À présent, en isolant les aélérations élastiques de la seonde ligne de (3.59), nous pouvons
érire l'équation suivante :
r¨e = m
−1
ee (Qe −Meη˙ −m
T
e r¨), (3.60)
que nous réinjetons dans la première et la troisième ligne de l'équation (3.59), an de
réérire l'équilibre dynamique sous la forme ondensée suivante :(
M˜ M˜T
M˜ m˜
)(
η˙
r¨
)
=
(
f˜
Q˜+ τ
)
, (3.61)
où nous avons introduit les matries dites "ondensées" suivantes :
M˜ =M−MTe m
−1
ee Me , (3.62)
M˜ = M −mem
−1
ee Me , (3.63)
m˜ = m−mem
−1
ee m
T
e , (3.64)
f˜ = f −MTe m
−1
ee Qe , (3.65)
Q˜ = Q−mem
−1
ee Qe. (3.66)
Remarquons que l'équation (3.59) étant équivalente à (3.61) et (3.60), l'algorithme que nous
herhons à mettre au point, peut alternativement aluler les matries ondensées (3.62)-
(3.66) et le modèle des aélérations élastiques (3.60). En e qui onerne les équations (3.62)-
(3.66), puisque la dynamique ondensée (3.61) s'érit sous la même forme que elle de (3.58),
nous pouvons lui appliquer le même proessus omputationnel que préédemment, mais en
prenant les expressions omplètes des trois réurrenes, i.e. ave les termes élastiques, e qui
permet d'obtenir M˜, M˜ , m˜, f˜ et Q˜. En outre, le modèle des aélérations élastiques peut
être alulé en se rappelant que es dernières sont des sorties seondaires de l'algorithme,
alulables à partir de (3.53). Ensuite, en appliquant suessivement les entrées spéiques
suivantes : (η˙, r¨, r˙) = (δk, 0, 0), k = 1, 2..n, (η˙, r¨, r˙) = (0, δk, 0), k = 1, 2..s, et (η˙, r¨, r˙) =
(0, 0, r˙(t)), l'algorithme fournit omme veteurs d'aélérations élastiques les olonnes des
matries m−1ee Me et m
−1
ee m
T
e ainsi que le veteur m
−1
ee Qe, respetivement. Finalement, en
supposant que les orps ompliants (s'il y en a) sont des orps terminaux de la struture
arboresente du MMS, le alul de la matrie mee est immédiat pare que nous avons
simplement dans e as mee = diagj∈Nto(mj) ave Nto l'ensemble des indies des orps
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terminaux ordonné selon re, et mj les matries de masses élastiques du modèle de Newton-
Euler généralisé (3.36). Aussi, puisque mee est onnue, nous pouvons aluler toutes les
matries intervenant dans l'équation (3.59) séparément à partir de la onnaissane dem−1ee Qe,
m−1ee m
T
e et m
−1
ee Me alulées par l'algorithme préédent. Enn, une fois les matries Qe, m
T
e
et Me déterminées, nous pouvons en déduire M, f , M , m et Q à partir de (3.62)-(3.66).
3.6 Appliation aux systèmes multi-orps à roues
Maintenant, nous allons onsidérer deux exemples de systèmes multi-orps à roues hoisis
pour leur valeur illustrative. Le premier de es exemples appartient à la lasse des systèmes
ontenant des degrés de liberté internes passifs. Il s'agit d'un pendule mobile muni d'une
artiulation rotoïde passive attahée à un hariot équipé de deux roues redondantes. Le
seond exemple fait partie de la lasse des systèmes dont les degrés de liberté internes
passifs sont purement inématiques. C'est le vélo 3D qui malgré son aratère familier est,
en revanhe, rarement expliité dans sa forme omplète. Le troisième exemple illustre les
MMS dont les degrés de liberté internes passifs sont introduits par des exibilités distribuées
le long de ertains de leurs orps.
3.6.1 Le pendule mobile
Dans et exemple, nous onsidérons un hariot plan supporté par deux roues ontraintes
à rouler sans glisser sur un rail unidimensionnel (voir Fig. 3.2). Sur le hariot, un pendule
simple de longueur l et de masse m, est attahé via une liaison rotoïde. Toutes les liaisons
et tous les ontats sont supposés idéaux (i.e. sans frottement ni élastiité). Toute la masse
du pendule se onentre à son extrémité. Les deux roues sont identiques. Chaune d'entre
elles a une masse mw et un moment d'inertie (autour de l'axe passant par son entre) Jw. Ce
système est omposé de quatre orps rigides que sont le hariot onsidéré omme le orps de
référene B0, les deux roues B1 et B2, et le pendule B3. Dans e as trivial où les ontraintes
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sont holonomes, le bré prinipal de ongurations R× S est diretement ompatible ave
les ontraintes. Ainsi, le proessus de rédution est plutt artiiel. Néanmoins, par soui
d'illustration, nous allons appliquer le adre général développé dans la setion 3.3 à e
système dans le as où les deux roues sont atives. En eet, et exemple permet d'illustrer
le ontext général préédent dans le as sur-ontraint où les ouples de ontrle ne sont pas
uniques. La bre est ii identiée aux translations unidimensionnelles x ∈ R, où x dénote la
position du hariot le long du rail. En e qui onerne l'espae des formes internes S, il se
dénit omme suit : S = Sp × Sa où Sp et Sa sont paramétrés par les oordonnées rp = r3
et ra = (r1, r2)
T
, respetivement. Les ontraintes inématiques se limitent aux onditions de
roulement sans glissement appliquées aux deux roues, i.e. :(
1 0
1 0
)(
x˙
r˙3
)
−
(
R 0
0 R
)(
r˙1
r˙2
)
=
(
0
0
)
. (3.67)
Cette équation (3.67) dénit les matries A‡ et Ba, et montre que m = n+sp = 2 et m
o = 1.
Par onséquent, nous sommes dans le as où n+ sp > m
o
et m > mo, e qui implique, en se
basant sur le tableau 3.1, que H 6= 0 et que λstat 6= 0. Maintenant, à l'aide d'une inversion
généralisée de (3.67), nous obtenons :(
x˙
r˙3
)
=
(
R 0
0 0
)(
r˙1
r˙2
)
+
(
0
1
)
r˙3, (3.68)
e qui permet de dénir J = −A‡(−1)Ba, ave K(A
‡) engendré par H = (0, 1)T . Par ailleurs,
l'identiation de l'équation (3.68) ave le as général (3.20), permet de dénir les deux
matries non nulles Jext = (R, 0) et D = 1. Ensuite, nous alulons la dynamique libre de
notre système dans l'espae R×Sp×Sa. En notant l'aélération de la pesanteur γ = 9.81Nm
2
et M , la masse totale du système (hariot, pendule et roues), il vient :
M ml cos(r3) 0 0
ml cos(r3) ml
2 0 0
0 0 Jw 0
0 0 0 Jw


x¨
r¨3
r¨1
r¨2
 =

ml sin(r3)r˙
2
3
−ml sin(r3)γ
τ1
τ2
 , (3.69)
qui représente la forme partiulière de l'équation (3.1) (ave λ = 0) pour le pendule mo-
bile. Maintenant, en appliquant le proessus général de rédution (3.26) et (3.27), tout
en prenant en ompte les matries non nulles M = M , Mp = ml cos(r3), mpp = ml
2
,
finert = ml sin(r3)r˙
2
3 , Qp,ext = −ml sin(r3)γ et maa = Jw12, nous obtenons l'équation sui-
vante :
ml2r¨3 = −mlγ sin(r3)−mlR cos(r3)r¨1(t), (3.70)
3.6 Appliation aux systèmes multi-orps à roues 91
qui doit être omplétée ave l'équation de reonstrution :
x˙ = Rr˙1. (3.71)
Qui plus est, an de aluler la dynamique interne des ouples (3.33), nous avons besoin
également de :
A‡T =
(
1 1
0 0
)
, (3.72)
dont le noyau est déni par :
K(A‡T ) =
{(
+1
−1
)
T /T ∈ R
}
, (3.73)
e qui onduit après de simples aluls à :(
τ1
τ2
)
=
(
Jw +MR
2 0
0 Jw
)(
r¨1
r¨2
)
+
(
mRl(cos(r3)r¨3 − sin(r3)r˙
2
3 )
0
)
+
(
R 0
0 R
)(
+1
−1
)
T , (3.74)
e qui est vrai pour n'importe quelle valeur de T . Finalement, l'expression du ouple
de ontrle des roues (3.33) apparaît omme la somme d'une omposante fournissant la
fore extérieure requise pour le déplaement du hariot, et d'une autre ne produisant au-
un mouvement. Il est à noter qu'en raison de notre hoix de l'inversion généralisée, la
répartition de la fore extérieure entre les deux roues dépend de T hoisie. En eet, si
T = 0, alors la fore extérieure s'applique uniquement sur la roue avant. Au ontraire, si
T = −(MR2r¨1+mRl(cos(r3)r¨3− sin(r3)r˙
2
3 ))/R, alors la fore extérieure s'applique unique-
ment sur la roue arrière. Dans le as où T = −(MR2r¨1+mRl(cos(r3)r¨3− sin(r3)r˙
2
3 ))/2R, la
fore extérieure est distribuée équitablement sur les deux roues. Enn, notons que e denier
as peut être obtenu diretement en prenant la pseudo-inverse en guise d'inverse généralisée.
3.6.2 Le vélo
Dans ette setion, nous prenons l'exemple du vélo (voir Fig. 3.3) qui est un système
mobile multi-orps omposé des quatre orps rigides que sont : le adre du vélo noté B0 et
onsidéré omme orps de référene, le guidon B1, la roue avant B2 et la roue arrière B3.
Dans e as, nous herhons à modéliser la loomotion d'un système 3D dont l'espae de
onguration est le bré prinipal SE(3)×S, où S dénote l'espae des formes internes déni
ii par S1 × S1 × S1. Ce dernier est paramétré par les angles r1, r2 et r3 qui orrespondent
aux degrés de liberté du guidon, de la roue avant et la roue arrière respetivement.
Le guidon est ationné par le ouple τ1 appliqué par le yliste. De plus, les pédales
ationnent diretement la roue arrière en lui appliquant un ouple τ3, tandis que la roue avant
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est passive mais ontrainte par les mouvements des autres degrés de liberté. Par onséquent,
nous allons sinder S en S = Sp × Sa où les espaes des formes internes "passive" Sp et
"ative" Sa sont paramétrés par rp = r2 et ra = (r1, r3) respetivement.
En e qui onerne la dénition de la géométrie du vélo, les repères des orps et les
paramètres du design sont tels que représentés sur la Fig. 3.3. Nous supposons que les deux
roues sont identiques et que haune d'entre elles est modélisée par un disque plan de masse
mw. Les moments d'inertie autour des axes prinipaux d'inertie oplanaire et perpendiulaire
à la roue sont notés Iw et Jw, respetivement. En outre, le adre du vélo est un orps rigide
tridimensionnel déni par sa masse m0, son veteur des premiers moments d'inertie dans le
repère du orps de référene (mX0, mY0, mZ0)
T
, ainsi que sa matrie des seonds moments
d'inertie :  XX0 XY0 XZ0Y X0 Y Y0 Y Z0
ZX0 ZY0 ZZ0
 , (3.75)
qui n'est autre que la matrie d'inertie angulaire du orps B0 dans le repère de référene.
Finalement, nous supposons que l'inertie de la fourhe et du guidon autour de l'axe de
diretion (portant le veteur
−→
k1) sont négligeables par rapport à elle introduite par la roue
avant.
Les ontraintes inématiques
Dans la suite, nous onsidérons que le vélo se déplae sur le sol, onsidéré omme une
surfae horizontale plane. Nous supposons également que le ontat entre le sol et les roues
est parfait, i.e. sans frottements ni déformations. Ainsi, les ontraintes inématiques aux-
quelles le vélo est soumis, reètent le fait que dans n'importe quelle diretion normale à
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leur plan, les roues ne peuvent pénétrer ni se séparer du sol au point de ontat, tandis
que dans une diretion parallèle à leur plan, les roues peuvent rouler sans glisser. Ensuite,
il reste à invoquer la paramétrisation des vitesses imposées par notre dénition de l'espae
de onguration (omme bré prinipal), pour obtenir les six ontraintes sous la forme de
l'équation (3.2) ave :
A =

1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 −l3 0 0
0 − cos(r1) − cos(α) sin(r1) −l2 cos(α) sin(r1) 0 0
− sin(α) sin(r1) − cos(α) sin(r1) cos(r1) l2 cos(r1) 0 l2 sin(α) cos(r1)
0 0 0 0 0 1

,
(3.76)
Bp =

0
0
0
h
0
0

, Ba =

0 0
0 −h
0 0
h sin(α) cos(α) sin(r1) 0
0 0
0 0

. (3.77)
Une simple analyse de es ontraintes montre que mo = rank(A,Bp) = 6 = m. De plus,
n + sp = 6 + 1 = 7, e qui signie que nous sommes dans le as où : n+ sp > m
o
, m = mo.
Ainsi, en se référant au tableau 3.1, nous obtenons H 6= 0 et λstat = 0.
Le modèle inématique du vélo
An d'établir le modèle inématique des systèmes mobiles multi-orps (3.16), il est
d'usage de faire appel à l'inverse généralisée de A‡ = (A,Bp). Cependant, dans notre as,
nous allons dériver le modèle inématique du vélo d'une manière plus direte omme suit.
Tout d'abord, remarquons qu'à partir de la première et de la dernière ligne des matries de
ontraintes (3.76)-(3.77) nous obtenons :
V0X = 0 , Ω0Z = 0. (3.78)
Ensuite, en injetant (3.78) dans la troisième et la inquième ligne de (3.76)-(3.77) nous
déduisons que :
V0Z =
(
l3 cos(α) tan(r1)
l2 + l3
)
V0Y , Ω0X =
(
cos(α) tan(r1)
l2 + l3
)
V0Y , (3.79)
alors que Ω0Y est sous-déterminée et, en tant que telle, dénit le noyau de A
‡
. À présent,
notons que toutes les autres omposantes de la vitesse du orps de référene B0 sont dénies
à partir de la vitesse linéaire d'avane du vélo V0Y , et que ette dernière est déterminée par
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la vitesse de rotation de la roue arrière r˙3 en utilisant la deuxième ligne de (3.76)-(3.77) à
travers la relation :
V0Y = hr˙3. (3.80)
Finalement, toutes les omposantes de la vitesse du orps de référene sont xées par r˙3 à
l'exeption de Ω0Y dont la détermination rélame un modèle dynamique. Ce fait est onrmé
par la relation : 
V0X
V0Y
V0Z
Ω0X
Ω0Y
Ω0Z

=

0
h
ψl3
ψ
0
0

r˙3 +

0
0
0
0
1
0

Ω0Y . (3.81)
ave :
ψ(r1) =
h cos(α) tan(r1)
l2 + l3
. (3.82)
D'un autre té, si nous injetons les ontraintes (3.78), (3.79) et (3.81) dans la quatrième
ligne de (3.76)-(3.77), nous trouvons :
r˙2 =
(
cos(r1) + cos
2(α) sin(r1) tan(r1)
)
r˙3 − sin(α) cos(α) sin(r1)r˙1 . (3.83)
Cette dernière ontrainte (3.83) permet de déduire le mouvement de la roue avant en onnais-
sant eux de la roue arrière et du guidon, les deux étant ationnés. Finalement, en regroupant
(3.81) et (3.83) ave ra = (r1, r3)
T
et rp = rp,kin = r2, nous obtenons le modèle inématique
(3.20), ave D = 0 et Hep = 0 (pare que tous les degrés de liberté passifs sont déduits de
la inématique) et les expressions suivantes :
JTint = J¯
T
int =
(
− sin(α) cos(α) sin(r1)
cos(r1) + cos
2(α) sin(r1) tan(r1)
)
,
Jext =

0 0
0 h
0 ψl3
0 ψ
0 0
0 0

, Hee =

0
0
0
0
1
0

. (3.84)
Finalement, le modèle inématique que nous venons d'établir (3.84), va à présent nous
permettre de aluler le modèle dynamique réduit du vélo.
3.7 Appliation à la soft robotique : Le snake-board élastique 95
La dynamique passive réduite du vélo
Comme nous l'avons mentionné préédemment, le alul de la dynamique réduite du
vélo se fait en deux étapes. Dans un premier temps, nous tirons la dynamique libre du vélo
en appliquant l'algorithme réursif proposé dans la setion 3.5.6 (dans sa version rigide), e
qui donne le modèle dynamique sous la forme de (3.1) ave λ = 0. Dans un seond temps,
nous appliquons le proessus de rédution pour obtenir l'équation de la dynamique réduite
qui devient ii :
MrΩ˙0Y = fr, (3.85)
ave :
Mr = H
T
eeMHee, (3.86)
fr = H
T
ee(f −MJ˙extr˙a −M
T
p J˙intr˙a). (3.87)
Rappelons ii que f = fext + finert, Qp = Qp,ext + Qp,inert et Qa = Qa,ext + Qa,inert, et
que s'il n'y a pas de frottement au niveau de la roue arrière, alors Qp,int = 0. Finalement,
la dynamique réduite doit être omplétée par le modèle inématique des mouvements de
référenes :
g˙ = g
(
HeeΩ0Y + Jext
(
r˙1
r˙3
))
, (3.88)
qui, une fois regroupé ave (3.83), forment les deux équations de reonstrution (3.7)-(3.8)
pour le vélo. Dans toutes es expressions, les matries qui apparaissent dans la dynamique
libre sont détaillées dans l'appendie B, alors que Hee, Jint et Jext sont données par (3.84).
Finalement, en introduisant es mêmes expressions dans l'équation générale des ouples
(3.33) ave λstat = 0, nous obtenons les deux ouples de ontrle appliqués sur le guidon et
sur la roue arrière : τa = (τ1, τ3)
T
.
3.7 Appliation à la soft robotique : Le snake-board élas-
tique
Le troisième exemple que nous allons traité illustre un système loomoteur alliant les
ontraintes inématiques non-holonomes et la soft robotis. Ce système est obtenu en re-
onsidérant le snake-board traité par Ostrowski et al. dans [127℄ où le rotor rigide ationné
aumulant le moment inétique (qui est transféré d'une manière ylique à la dynamique
externe au travers des ontraintes), est remplaé dans notre as par deux appendies iden-
tiques ompliants et symétriquement positionnés par rapport à l'arbre moteur (.f. Fig. 3.4).
Ce système pourrait être utilisé pour investiguer les avantages potentiels du stokage et de
la restitution yliques de l'énergie dans le rotor ompliant.
Par soui de simpliité, les roues ne sont pas délarées dans la strutures du système
multi-orps, mais simplement prises en omptes via leur modèle inématique alors que leur
96 Chapitre 3. Extension de l'approhe Lagrangienne aux systèmes ave des ddls passifs
masse est ajoutée à elle de la plateforme. Ave e hoix, notre snake-board élastique est vu
omme un MMS omposé de inq orps : la plateforme B0, les essieux B1 et B2, et nalement
le rotor exible que nous modélisons par deux poutres symétriques et ompliantes B3 et B4.
Ces deux derniers orps sont rigidement enastrés à un arbre ationné par un moteur xé à
la plateforme au niveaux de l'origine des deux poutres O3 = O4. L'espae de onguration
de e MMS est SE(2)× S ave S = Sp × Sa paramétré par les oordonnées r = (r
T
p , r
T
a )
T
.
Suivant la desription et les hypothèses de [127℄, nous onsidérons que les deux angles
formés par les essieux par rapport à la plateforme sont opposés, de telle sorte que le veteur
des oordonnées atives se réduit à ra = (r1, r2)
T
ave r1 et r2 = −r1, les deux angles des
essieux et r3 elui du rotor, tous mesurés par rapport à la plateforme (Fig. 3.4).
Les autres oordonnées sont dénies par rp = rp,dyn = re où re dénote le veteur des
oordonnées élastiques (modales) des orps exibles. An de xer les idées, B3 et B4 seront
modélisés omme deux poutres planes d'Euler-Bernoulli subissant une deformation de exion
dérite sur la base des modes propres de la onguration enastrée-libre des deux poutres
[113℄. Nous allons prendre ii un seul mode de exion par poutre de sorte que re = (re3, re4)
où re3 et re4 sont les oordonnées paramétrant les premiers modes de exion de B3 et B4,
respetivement :
d3(X3) = φ1(X3) re3 , d4(X4) = φ1(X4) re4, (3.89)
ave d3
−→
j 3 et d4
−→
j 4 les deux hamps de déformation transversale le long des axes des deux
poutres (O3, X3) et (O4, X4) respetivement (.f. Fig. 3.4) et φ1 est le premier mode de
exion de haque poutre. En prenant en ompte toutes es dénitions, et en supposant que
les roues roulent sur un sol plat sans glisser ni déraper, nous pouvons érire les ontraintes
sous la forme générale (3.2) ave m = mo = 2 et n + sp = 3 + 2 = 5.
Ainsi, en se référant au tableau 3.1, nous obtenons H 6= 0 et λstat = 0. Ensuite, un simple
traitement de es ontraintes nous permet de déduire le modèle inématique du snake-board
élastique sous la forme générale (3.20) qui devient dans e as :
V0X
V0Y
Ω0Z
r˙e3
r˙e4
 =

−2l cos2(r1) 0 0 0 0
0 0 0 0 0
sin(2r1) 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0


ηr
r˙e3
r˙e4
r˙1
r˙2
 , (3.90)
Une fois le modèle inématique établi, nous pouvons nous foaliser sur le modèle de la
dynamique externe non-ontrainte de notre système qui, dans notre as, prend la forme de
(3.59). Pour e faire, nous pouvons utiliser la réurrene (3.41)-(3.51) permettant de aluler
3.8 Conlusion 97
les matries ondensées de la dynamiques externe (3.61) :
M˜ =M0 +
2∑
j=1
AdTgj,0MjAdgj,0 +
4∑
j=3
AdTgj,0M˜
+
j Adgj,0 , (3.91)
F˜ =F0 +
2∑
j=1
AdTgj,0(−Mjζj + Fj) +
4∑
j=3
AdTgj,0(−M˜
+
j ζj + F˜
+
j ) , (3.92)
ave M˜+j =Mj −M
T
j m
−1
j Mj et F˜
+
j = Fj −M
T
j m
−1
j Qj . De la même manière, l'appliation
de la réurrene (3.52)-(3.54) permet d'établir le modèle des aélérations élastiques pour
les orps B3 et B4 :
r¨ej = m
−1
j (−Mj(Adgj,0 η˙ + ζj) +Qj) (3.93)
ainsi que elui des ouples internes :
τj = A
T
j [(Mj −M
T
j m
−1
j Mj)(Adgj,0 η˙ + ζj)−Fj +M
T
j m
−1
j Qj ] (3.94)
Ensuite, en aord ave l'algorithme de la setion 3.5.7, f˜ est obtenue à partir de l'équation
(3.92) en forçant r¨ = 0, alors que M˜ est onstruite, olonne par olonne, en onsidérant
(r˙, η) = (0, 0) et en imposant des aélérations artiulaires spéiques. Poursuivant la même
démarhe, les matries m˜ et Q˜ ( ave m−1ee Qe, Mem
−1
ee et m
−1
ee me) peuvent être alulées
en imposant des entrées spéiques dans les expressions des ouples (3.94) et elles des
aélérations élastiques (3.93). Enn, puisque mee = mf112 ave mf1 la masse modale du
premier mode de exion de haun des appendies élastiques identiques et 12 la matrie
identité de dimension 2 × 2, nous pouvons réupérer toutes les matries intervenant dans
l'équation (3.59).
Après avoir aluler les ontraintes inématiques de notre snake-board élastique ainsi
que sa dynamique libre, nous allons maintenant proéder à la projetion de ette der-
nière sur l'espae admissible en utilisant la formule de rédution (3.26)-(3.28) ave Hee =
(−2l cos2(r1), 0, sin(2r1))
T
, Hep = 03×2, Jext = 03×2, Jint = 02×2 et D = 12, qui donne, après
quelques arrangements, la dynamique sous la forme de (3.4)-(3.8).
Enn, en utilisant (3.33) ave les mêmes matries et λstat = 0, on obtient les trois ouples
de ontrle attendus.
3.8 Conlusion
Dans e hapitre, nous avons proposé une formulation générale de la dynamique de la
loomotion des systèmes multi-orps mobiles ontenant des degrés de liberté internes pas-
sifs et soumis à des ontraintes inématiques et/ou des fores extérieures. Le jeu nal des
équations obtenues dérit la dynamique direte des degrés de liberté passifs (externes et in-
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PSfrag replaements
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r1
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r3
r4
Figure 3.4  Les repères et la paramétrisation d'un snake-board élastique.
ternes) dite "dynamique passive", ainsi que elle des ouples internes ationnés. L'approhe
poursuivie ii est basée sur la struture du bré prinipal permettant de mettre les équations
nales sous une forme symétrique (Eulerienne) qui déouple expliitement la dynamique des
vitesses nettes (i.e. les vitesses rigides d'ensemble) de la reonstrution inématique du mou-
vement. Cette approhe est assez générale et systématique. Elle est struturée omme suit.
D'abord, elle ommene par le alul du jeu des ontraintes inématiques, à partir desquelles
un modèle inématique est déduit par une proédure d'inversion généralisée. Dans le as le
plus général, e modèle inématique mélange deux ontributions. La première est une ontri-
bution purement inématique pour laquelle les vitesses passives orrespondantes (internes et
externes) sont entièrement dédutibles des vitesses internes atives. La seonde ontribution
est dynamique. Elle implique le noyau des ontraintes et doit être modélisée avant d'être
alulée. Cette seonde ontribution est don résolue en utilisant un modèle dynamique lui-
même obtenu par une proédure de projetion de la dynamique non-ontrainte du MMS sur
le noyau des ontraintes. La formulation proposée peut traiter une large gamme de systèmes,
y ompris les MMS munis d'artiulations passives libres ou ompliantes gouvernées par la
dynamique (tels que les robots marheurs ompliants et les grimpeurs pendulaires), ou d'ar-
tiulations libres régies par la inématique (tels que les MMS non-holonomes à roues). Elle
peut aussi modéliser les MMS ontenant des exibilités distribuées sur les orps, omme 'est
le as des robots bio-inspirés exploitant les vertus des appendies propulsifs ompliants. Plus
qu'établir la forme nale des équations de la dynamique, l'approhe donne également aès
à une lassiation des systèmes en fontion des valeurs relatives de ertains paramètres
intrinsèques tels que les dimensions des degrés de liberté passifs et le rang des ontraintes
indépendantes verrouillées et non verrouillées.
Au-delà de ette formulation générale, nous avons également proposé dans e hapitre
un algorithme simple pour aluler la dynamique des MMS non-ontraints (qui doit être
projetée par la suite). L'algorithme lui-même est nouveau. Il est basé sur une extension
de l'algorithme réursif de Luh, initialement proposé pour des systèmes multi-orps rigides
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arboresents, aux systèmes multi-orps mobiles arboresents munis d'organes ompliants.
Enn, l'approhe est appliquée à diérents systèmes hoisis pour leur valeur illustrative
tels que le pendule mobile, le vélo et le snake-board élastique. Dans le hapitre suivant,
ette formulation générale de la dynamique sera utilisée pour étudier l'un des as les plus
avanés en loomotion ompliante bio-inspirée, i.e. elui des robots volants à ailes battantes
déformables inspirées de l'insete.

4Appliation à l'aile battante de l'insete
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Dans les deux hapitres préédents, poursuivant une approhe lagrangienne, nous avons
traité le problème général de la loomotion des robots bio-inspirés. Pour e faire, nous avons
débuté nos développements en nous intéressant aux systèmes multi-orps mobiles, omposés
de orps rigides et d'artiulations ationnées. Puis, nous avons étendu notre adre métho-
dologique aux systèmes multi-orps mobiles ontenant des degrés de liberté internes passifs
omme eux introduits par les organes ompliants des animaux. An de mettre en pratique
le alul des modèles dynamiques de tels systèmes, nous avons proposé dans le hapitre 3
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un algorithme eae basé sur une formulation de type Newton-Euler. Cette formulation
onduit à une programmation aisée et performante du point de vue omputationnel. De
plus, elle est apable de résoudre à la fois les dynamiques externe direte et interne inverse.
An d'illustrer ette formulation, nous l'avons appliquée à des systèmes ontraints tels que
le pendule mobile, le snakeboard élastique et le vélo 3D. Dans e hapitre, nous allons trai-
ter le as non ontraint d'un robot volant (ou MAV) inspiré des insetes et équipé d'ailes
battantes ompliantes. Pour e faire, nous introduirons dans la première setion la struture
modale des ailes vivantes d'insetes telle que aratérisée expérimentalement par les biolo-
gistes. Dans la deuxième setion, ette struture modale sera vériée et onfortée par des
expérienes menées sur des ailes synthétiques. Ensuite, nous rappellerons dans la troisième
setion les prinipales tehniques de modélisation de telles strutures. Sous l'hypothèse que
les ailes peuvent être assimilées à des poutres d'Euler-Bernouilli, la quatrième setion sera
onsarée au développement des équations dérivant la dynamique de es ailes ompliantes
où leurs déformations seront traitées par une approhe de type repère ottant. Finalement,
nous lturerons e hapitre par l'élaboration du modèle dynamique du robot volant entier.
4.1 Caratéristiques struturelles d'une aile d'insete
Les ailes des insetes sont des strutures ompliantes, légères et subissant en vol des dé-
formations struturelles signiatives (déformation de torsion, déformation de exion selon
l'envergure, déformation de exion selon la orde). Du point de vue de la modélisation, une
aile d'insete est, omme toute struture méanique, dénie dans son régime linéaire (pe-
tites déformations, petits déplaements élastiques), par sa "struture propre". L'expression
"struture propre" est une tradution du terme anglais "eigenstruture" qui signie : l'en-
semble des modes propres (fréquenes naturelles) d'une struture libre (non hargée) et les
déformées modales assoiées. Cette aratérisation intrinsèque permet notamment de pré-
dire omment la struture se omporte lorsqu'elle est exitée par un hargement extérieur.
Jouissant de la propriété d'orthogonalité des modes propres, haque fréquene naturelle de
l'aile est assoiée à une déformée modale unique. Par onséquent, si une aile artiielle bio-
inspirée doit mimer les performanes de son modèle naturel, alors, sa struture propre doit
se rapproher de elle de l'aile biologique. En d'autres termes, deux ailes partageant la même
struture propre auront des omportements dynamiques similaires. Malgré le grand nombre
de reherhes menées au ours de es dernières années sur les MAVs, très peu de travaux
se sont onsarés à l'identiation expérimentale de la struture propre des ailes d'insetes.
Dans e qui suit, nous relatons les plus représentatifs.
Sunada et al. [166℄ se sont intéressés aux ailes de la libellule. Plus préisément, ils ont
mesuré expérimentalement le premier mode de torsion. Néanmoins, leur dispositif expéri-
mental perturbe la struture propre des modes libres par l'appliation de fores exitatries
non négligeables. Qui plus est, les auteurs de [166℄ dénissent le mode propre de torsion de
l'aile omme la moyenne des premiers modes de torsion des ailes avant et arrière. Cepen-
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(a)
(b)
Figure 4.1  (a) Le sphinx Mandua Sexta ; (b) Montage expérimental de la DARPA,
utilisé pour déterminer les modes propres de l'aile du sphinx Mandua Sexta [123℄.
dant, étant donné la diérene morphologique entre es deux ailes (i.e. avant et arrière),
la moyenne (arithmétique ou autre) n'est probablement pas la métrique la plus pertinente
pour aratériser la struture des ailes de la libellule. Dans [42℄, Chen et al. ont observé les
déformations de l'aile d'une libellule en utilisant un dispositif optique rélamant l'applia-
tion de gouttes de peinture rééhissante sur haune des ailes. Ii enore, la mesure altère
signiativement la dynamique de l'aile. En eet, non seulement le marqueur augmente de
30% la masse de l'aile, mais il perturbe aussi la répartition de la masse sur sa surfae. En
bref, les résultats exposés dans [42℄ sont inomplets et manquent de préision. Aussi, il est
légitime de questionner leur validité. Pour répondre aux défauts de es deux approhes,
Norris et al. [123, 156℄ ont proposé une étude expérimentale originale an de aratériser
la struture propre des ailes avant du sphinx Mandua sexta (.f. Fig. 4.1(a)). L'approhe
onsiste à prendre des ailes fraîhement séparées du thorax et à les piner entre deux arma-
tures motorisées omme le montre la Fig. 4.1(b). Ensuite, elles sont exitées en imposant des
mouvements d'aller-retour de petites amplitudes et de fréquenes roissantes à leur support.
Durant l'expériene, les modes propres et les déformées modales de es ailes ont été identi-
és à l'aide d'un vibromètre à balayage laser 3D (apteur de mesure de vibrations 3D sans
ontat). En e qui onerne les dimensions et la géométrie des ailes, elles sont mesurées à
l'aide d'un tomodensitomètre (instrument de sanographie numérique). Dans ette étude,
les quatre premiers modes et leurs déformées modales (.f. Fig. 4.2) ont été aratérisés. Les
résultats peuvent être résumés omme suit :
1
o
) Le premier mode est à 85 Hz (.f. Fig. 4.2 (a)). Sur ette fréquene, l'aile ne subit qu'un
mouvement de battement ave un maximum de déformation au bout de l'aile. Ce mode
s'apparente au premier mode de exion d'une poutre enastrée-libre.
2
o
) Le seond mode se manifeste à 105 Hz (.f. Fig. 4.2 (b)). Dans e as, les déexions (ro-
tations) du bord d'attaque et du bord de fuite sont en opposition de phase autour de la ligne
reliant les entres géométriques des setions de l'aile (appelée aussi ligne des demi-ordes).
Par onséquent, e seond mode s'apparente au premier mode d'une poutre en torsion.
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Figure 4.2  Les quatre premiers modes de l'aile avant d'un sphinx Mandua Sexta [123℄ :
(a) exion de type poutre (85 Hz),
(b) torsion de type poutre (105 Hz),
() 1ère exion de type plaque (138 Hz),
(d) 2ème exion de type plaque (170 Hz).
3
o
) Le troisième mode propre apparaît à 138 Hz (.f. Fig. 4.2 ()). Ce mode est le résultat
de deux déformations simultanées. La première est une exion de la ligne des demi-ordes,
tandis que la seonde est une déexion du bord d'attaque et du bord de fuite, en phase ette
fois-i, autour de la ligne des demi-ordes. La déformée modale qui résulte de la ombinaison
de es deux déformations prend la forme d'une "selle" (ou saddle en anglais).
4
o
) Le quatrième mode est identié à 170 Hz (.f. Fig. 4.2 (d)). Il prend la forme d'une
"double selle" (ou bisaddle en anglais).
Disussion :
Remarquons tout d'abord que les premier et seond modes sus-ités n'impliquent que
très peu de déformation selon la orde, ontrairement aux troisième et quatrième, qui en
impliquent beauoup. Pour ette raison les deux premiers modes de l'aile peuvent être ap-
proximés par des modes de type poutre (pour lesquels les déformations des ordes de l'aile
sont négligées), alors que les deux derniers sont des modes de type plaque. Nous reviendrons
plus en détails sur ette approximation dans la setion 4.3 onsarée à la modélisation de la
struture des ailes ompliantes. Qui plus est, nous avons vu dans le hapitre 1 que l'un des
fateurs lefs pour assurer la sustentation de l'insete est de reproduire de manière passive
le bon déphasage en torsion de l'aile lui permettant de générer susamment de portane.
Or, sur l'aile d'un sphinx (Fig. 4.2 (b) et Fig. 1.11(b)) e twist se manifeste sur le seond
mode où la torsion domine et se ombine ave un peu de exion. Aussi, pour voler, il semble
opportun d'exiter l'aile sur (ou pas loin de) son seond mode. Il est par onséquent sur-
prenant de onstater que la mesure expérimentale de ette fréquene propre sur l'aile du
Mandua Sexta donne une valeur de l'ordre de 105, Hz i.e. bien supérieure à la fréquene
de battement des ailes d'un sphinx vivant qui est de l'ordre de 25 Hz [175℄. Néanmoins,
plusieurs raisons peuvent être à l'origine de et éart. En premier lieu, il n'est pas faile
d'obtenir la struture propre d'une aile de sphinx, ar les ailes attahées au thorax sont des
organes vivants ayant un omportement méanique très diérent de elui des ailes mortes.
En eet, sitt détahée de son thorax, l'aile hange de propriétés : sa masse diminue, elle
sèhe et se raidit. De plus, l'aile est irriguée par l'hémolymphe
1
irulant dans les nervures,
1
Chez les insetes, l'hémolymphe est un uide irulatoire dont le rle est analogue au sang hez les êtres
humains.
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que l'on soupçonne d'engendrer des eets non-linéaires induits par l'hydraulique de e sys-
tème d'irrigation. Tous es éléments font qu'une aile isolée n'a pas la même struture propre
qu'une aile vivante. Une seonde raison, d'ordre méanique, peut expliquer l'éart entre une
aile morte et une aile vivante. En réalité, la struture de l'aile n'est pas méaniquement iso-
lée, mais ouplée à l'osillateur thoraique onstitué de sa oque de hitine, et des groupes
musulaires dorso-ventral et dorso-longitudinal (.f. setions 1.4.1 et 1.4.3). Par onséquent,
le ouplage de l'osillateur thoraique et de l'aile peut expliquer l'atténuation des fréquenes
propres de ette dernière. En s'appuyant sur es arguments, nous adopterons les hypothèses
suivantes :
1
o
) Lorsque l'aile est détahée du thorax, elle se omporte omme une struture linéaire a-
ratérisée par un premier mode propre dominé par la exion et un deuxième mode dominé
par la torsion.
2
o
) Lorsque l'aile est onnetée au thorax, le orps de l'insete peut être approhé par un
osillateur ouplé aile-thorax dont le seond mode bat sur la fréquene du battement du
sphinx vivant.
En résumé, es deux hypothèses reviennent à dire que pour des raisons d'eaité éner-
gétique, l'insete exiterait son système aile-thorax sur la fréquene de résonane d'un mode
global qui, du point de vue de l'aile, fabriquerait la torsion utile à sa portane. Même si ette
idée, omme nous venons de le voir, n'est pas aujourd'hui dénitivement prouvée en biologie
(.f. setion 1.4.3), reste qu'elle n'en demeure pas moins pertinente pour la fabriation d'un
robot inspiré de l'insete omme nous allons le voir dans la setion suivante, dévolue à la
oneption de l'aile artiielle du projet EVA.
4.2 Coneption d'une aile robotique bio-inspirée de l'in-
sete
À e jour, le développement des miro engins volants est basé, majoritairement, sur
une démarhe "essai-erreur" guidée par l'intuition [5℄. En poursuivant ette logique, nous
voulons don mettre au point un design d'aile bioinspirée du sphinx Mandua Sexta (.f.
Fig. 4.1). Pour ela, nous herherons à reproduire les deux hypothèses nales de la setion
préédente et vérierons si elles permettent de produire la portane attendue (on herhe à
fabriquer une aile qui fait voler l'insete). Pour atteindre et objetif, nous avons développé,
en ollaboration ave nos partenaires du CEA-List, un proessus itératif de design d'ailes
bioinspirées. Il se déline en quatre étapes que nous allons à présent détailler :
1ère étape : design de l'aile :
Dans ette première étape, nous avons proposé un design de l'aile artiielle basé sur une
analyse modale par éléments nis. Le omportement méanique de ette aile robotique est
supposé linéaire et ses modes propres ont été déterminés dans la onguration enastrée-
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Nervure N1 Nervure N2 Nervure N3 Fenêtre F
Diamètre (mm) 0.6 0.6 0.6 0.7
Inlinaison ϕ1 = 10
o ϕ2 = 20
o ϕ3 = 45
o
-
Table 4.1  Paramètres du design de l'aile EVA.
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Figure 4.3  Design de l'aile du robot volant bio-inspiré EVA.
libre en utilisant un ode ommerial de alul par éléments nis (COMSOL Multiphysis
r
).
Dans un premier temps, nous n'avons pas fait de diérene entre l'aile antérieure et l'aile
postérieure de l'insete ; elles ont été fusionnées en une seule et unique voilure englobant
les deux ailes. Ainsi, nous avons "reopié" la forme géométrique de l'aile (i.e. le ontour
réunissant l'aile avant et l'aile arrière) d'un sphinx Mandua Sexta. Puis, nous l'avons ap-
proximée par un quart d'ellipse dont le petit et le grand rayons sont respetivement égaux à
la orde maximale et à l'envergure de l'aile. Pour simplier le problème de la oneption de
l'aile, nous nous sommes xés une struture veineuse omposée d'un bord d'attaque, d'une
"fenêtre" et de trois nervures inlinées N1, N2, N3 (voir Fig. 4.3), et nous avons herhé un
jeu de paramètres (i.e. le diamètre du bord d'attaque, le diamètre de la "fenêtre", l'épais-
seur de la voilure et les diamètres et les orientations des trois nervures) permettant à l'aile
de répondre à la première des deux hypothèses onluant la setion préédente (i.e. avoir
un premier mode de exion et un deuxième mode de torsion). Après une série de simula-
tions et de tests "essais-erreurs", nous avons retenu le design représenté sur la Fig. 4.3. Les
aratéristiques de e design sont détaillées dans le tableau 4.1.
2ème étape : fabriation de l'aile :
En partant du design proposé dans l'étape préédente, l'aile du robot volant a été fabriquée
par nos partenaires du CEA-List en utilisant des feuilles de Mylar pour la voilure et des bres
de arbone pour le bord d'attaque et les nervures. Ces matériaux ont été hoisis pare qu'ils
présentent les avantages suivants : 1
o
) Ce sont des matériaux largement utilisés en ingénierie
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Figure 4.4  Les éléments onstitutifs du robot volant EVA [75℄.
PSfrag replaements
(a)
(b)
()
Figure 4.5  Le ban d'essai du CEA-List [75℄ : (a) Vue d'ensemble ; (b) Conguration
"horizontale" pour identier des modes propres ; () Conguration "vertiale" pour mesurer
la portane.
des strutures et leurs propriétés méaniques, notamment leurs modules d'élastiité (modules
de Young), leurs modules de isaillement (modules de Coulomb) et leurs masses volumiques,
sont bien onnus ; 2
o
) Ces matériaux sont peu onéreux et ils sont failes à mettre en forme ;
3
o
) Ces matériaux ont été utilisés ave suès pour onstruire d'autres prototypes de MAVs
(omme 'est le as pour le DelFly [48℄, l'ornitoptère de Chiba University [3℄ ou enore le
MAV développé à Cornell University [167℄).
3ème étape : assemblage ationneur-thorax-aile :
An de valider le design proposé, l'aile fabriquée a été onnetée à une lame métallique
(jouant le rle du thorax) exitée par un ationneur piézoéletrique de type Thunder 8-R
[124℄ (.f. Fig. 4.4). Les modes propres de l'ensemble aile-thorax-ationneur ont d'abord été
alulés numériquement via une analyse par éléments nis, puis mesurés expérimentalement
sur le ban d'essai mis au point par le CEA-List (.f. Fig. 4.5 [75℄). Les fréquenes propres
obtenues et leurs déformées modales respetives sont représentées sur la Fig. 4.6. Ces ré-
sultats montrent que, qualitativement, l'ensemble aile-thorax-ationneur reproduit bien la
struture propre de l'aile robotique onçue dans la première étape, i.e. un premier mode de
exion et un deuxième mode de torsion. Qui plus est, les fréquenes propres de l'ensemble
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Figure 4.6  Struture propre de l'ensemble aile-thorax-ationneur [75℄ :
(a) mode de exion (7.24 Hz),
(b) mode de torsion (26.3 Hz),
() le troisième mode (88 Hz).
aile-thorax-ationneur sont bien inférieures à elles de l'aile robotique isolée. Les trois pre-
miers modes de l'assemblage sont égaux, respetivement, à 7.24 Hz, 26.3 Hz et 88 Hz ontre
17 Hz, 35 Hz et 60 Hz prévus pour l'aile isolée. Comme nous l'avons évoquée dans la se-
tion 4.1, ette atténuation des fréquenes est due au ouplage de l'aile et de l'osillateur
thoraique.
4ème étape : mesure des fores aérodynamiques :
Dans ette dernière étape, après avoir déterminé la struture propre de l'ensemble aile-
thorax-ationneur, nous avons proédé à la mesure des performanes aérodynamiques de
l'aile onçue. Nous nous sommes intéressés partiulièrement à la variation de la portane
moyenne générée par l'aile en fontion de la fréquene d'exitation de ette dernière (.f. Fig.
4.7). Ce que l'on retrouve, 'est que la portane maximale est générée lorsque l'on exite
l'aile à (ou prohe de) 26 Hz, i.e. la fréquene propre du mode de torsion de l'ensemble
aile-thorax-ationneur, e qui va dans le sens de la deuxième hypothèse onjeturée à la n
de la setion préédente.
La démarhe de oneption que nous venons de détailler nous a permis de mettre au
point le design d'ailes synthétiques reproduisant bien les aratéristiques de la struture
modale des ailes du sphinx. Ces ailes artiielles vont être intégrées sur le prototype du
robot volant EVA. Elles devraient générer susamment de portane pour soulever e MAV
pesant 5 grammes (.f. ahier des harges du projet EVA détaillé dans la setion 1.3). En
revanhe, les mesures enregistrées sur le ban d'essai montrent que la portane moyenne
maximale produite par les deux ailes réunies ne dépasse pas 3.5 × 10−3 N, i.e. es ailes
sont apables de soulever au maximum une harge de 3.5 grammes. Cette portane, est
diretement liée à la surfae, la forme géométrique, la distribution d'inertie et la exibilité
de l'aile. Elle dépend également de l'amplitude de la inématique de battement, de elle de
la déformation de torsion, et du déphasage entre les deux. Le problème que l'on herhe
à résoudre revient nalement à trouver un ompromis entre tous les paramètres sus-ités
an de maximiser la portane produite par l'aile. En raison de la omplexité du système
aile-thorax-ationneur et du grand nombre de paramètres inuant le mouvement de l'aile,
il serait plus judiieux, avant d'envisager une optimisation multiritère, de poursuivre notre
proessus de oneption par essai-erreur. Une manière possible de faire ela, serait de varier,
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Figure 4.7  Spetre de la portane moyenne sur un yle de battement de l'aile artiielle
EVA [75℄.
à haque fois, un seul paramètre et ger tous le reste. Ensuite, nous pourrions vérier la
struture propre de l'aile obtenue et la portane moyenne mesurée . Ce proessus serait alors
répété jusqu'à e que nous onvergions vers le design nal apable de générer susamment
de portane pour assurer la sustentation de notre prototype de MAV.
À e niveau de l'exposé, nous avons montré que les déformations des ailes vivantes du
sphinx Mandua Sexta peuvent être aratérisées par deux modes : un premier mode de
exion et un seond mode de torsion. Cette struture modale, omme nous venons de le
voir, a été onfortée par des expérienes menées sur les ailes synthétiques du robot volant
EVA. Dans e qui suit, nous allons nous foaliser sur un aspet omplémentaire à ette
aratérisation expérimentale de la struture modale des ailes d'insetes, qui est elui de la
modélisation mathématique de telles strutures ompliantes.
4.3 Modélisation de la struture d'une aile d'insete
Nous venons de voir dans les deux setions préédentes 4.1 et 4.2 que l'aile du sphinx
peut être onsidérée omme une struture linéaire dont les déformations sont aratérisées
par ses deux premiers modes. Au-delà de ette approximation, les déformations de l'aile sont
elles d'une ne voilure renforée par un treillis de nervures, i.e. d'une struture ombinant
des poutres et des plaques. Partant de e onstat, deux approhes semblent s'imposer.
La première onsiste à onsidérer l'aile omme une plaque mine, la seonde, omme une
poutre. Dans ette perspetive, nous allons à présent rapporter les résultats d'une littérature
visant à omparer es deux approhes de modélisation. Outre la délité de es modèles, leur
omparaison sera faite dans la perspetive de leur usage dans des modèles dynamiques
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onis et rapides appliqués aux problèmes habituels de la robotique tels que la planiation
du mouvement, la génération d'allures, la ommande en ligne et la oneption, et.
1
o
) L'aile de l'insete vue omme une plaque mine :
Cette approhe onsiste à modéliser l'aile omme une plaque mine. La dynamique de l'aile
y est résolue le plus souvent en utilisant la méthode des éléments nis (MEF) ouplée à
des solveurs numériques de type CFD (Computational Fluid Dynamis), plus ou moins
sophistiqués et dédiés au alul de l'éoulement de l'air autour de l'aile. Cette dernière peut
être modélisée omme une plaque linéaire [81, 157, 70℄ ou non linéaire [16, 180, 40, 121℄.
Cependant, es modèles sont très oûteux en termes de temps de alul, et sont loin d'être
adaptés aux appliations robotiques que nous envisageons.
2
o
) L'aile de l'insete vue omme une poutre :
D'un point de vue méanique, le bord d'attaque, assimilable à une poutre est dominant. Il
est de loin la plus grosse veine de l'aile et se trouve renforé par plusieurs nervures paral-
lèles. Aussi, de nombreux biologistes font le hoix de onfondre la struture de l'aile ave
son bord d'attaque modélisé par une poutre en exion [45℄, ou en torsion [64℄. Dans ette
perspetive, Ganguli et al. [68℄ ont mesuré expérimentalement la répartition de la masse,
la raideur de exion et la raideur de torsion le long d'une aile d'une mouhe bleue (Calli-
phora Vomitoria). Ces mesures ont été utilisées pour identier les paramètres d'une poutre
linéaire, enastrée-libre de setions variables (la dimension déroissant de l'emplanture au
bout de l'aile). Toujours dans le ontexte d'une modélisation de type poutre, an de quan-
tier analytiquement les interations aéroelastiques de la struture de l'aile ave le uide
environnant, Mukherjee et Omkar [117℄ ont utilisé le modèle d'Euler-Bernouilli d'une poutre
enastrée-libre. La déomposition de Rayleigh-Ritz sous la forme de la méthode des modes
supposés et ensuite utilisée pour paramétrer les déformations de torsion et de exion. Su et
al [163, 162, 164℄ ont analysé la stabilité d'un MAV en vol stationnaire où les ailes exibles
sont assimilées à une poutre geométriquement non linéaire. Dans e as, la dynamique de
la struture est alulée numériquement par la méthode des éléments nis. Plus réemment,
Stanford et al. [161℄ se sont intéressés à la minimisation de l'énergie rélamée durant le bat-
tement d'une aile isolée. La inématique de ette dernière étant imposée à l'emplanture, les
auteurs ont utilisé un shéma impliite d'intégration numérique (pour résoudre l'aérodyna-
mique de l'aile) ouplé à la MEF an de aluler sa réponse aéroélastique. Les déformations
tri-dimensionnelles de la struture sont modélisées par elles d'une poutre géométriquement
non-linéaire. Dans [160℄, les même auteurs ré-appliquent es tehniques numériques au as
d'une aile onnetée au orps de l'insete. Plus préisément, les déformations de l'aile sont
prises en ompte lors de l'établissement des équations du mouvement de l'insete omplet.
Ainsi, son mouvement n'est plus imposé, mais résulte de ses interations dynamiques ave
le orps. Ces diérentes stratégies de modélisation sont résumées sur la Fig. 4.8.
3
o
)Comparaison entre l'approhe "plaque" et l'approhe "poutre" :
Enn, Rosenfeld et Wereley [143, 142℄ ont réemment omparé es deux approhes de modé-
lisation (i.e. l'approhe "poutre" et l'approhe "plaque") dans le adre linéaire. Pour ela, ils
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ont onsidéré une aile isolée dont l'emplanture est animée de mouvements de battement et
de tangage imposés. L'aile est d'abord onsidérée omme une poutre linéaire. Ses équations
du mouvement sont déduites de l'appliation d'une méthode proposée par Houbolt et Brook
[84℄ pour l'étude des pales des hélioptères. Cette méthodologie linéaire failite la mise en
÷uvre de la méthode des modes supposés. Dans un seond temps, les équations du mouve-
ment sont realulées par le modèle des plaques mines. En s'appuyant sur les travaux de
Banerjee et Kane [15℄, la méthode des modes supposés reonduite sur une plaque 2D plane
et homogène, réalisant de grands mouvements rigides de translations et de rotations tout en
subissant de petites déformations linéaires relatives à la onguration rigide ourante de la
plaque (méthode du repère ottant). Dans les deux as (poutre et plaque), les équations du
mouvement ont été adimensionnalisées, puis une analyse paramétrique de la stabilité a été
réalisée. On proédant ainsi, Rosenfeld et Wereley [142℄, ont pu identier une équivalene
entre les modèles de poutre et de plaque, aussi bien pour les équations adimensionnalisées
du mouvement, que pour l'étude de la stabilité [142℄.
De l'étude dernièrement itée (Rosenfeld et Wereley [143, 142℄) et des résultats expé-
rimentaux dérits dans la setion 4.1, nous avons hoisi d'approximer, dans la suite de e
hapitre 4, les déformations de l'aile par elles d'une poutre linéaire d'Euler-Bernoulli in-
extensible ave torsion. Il est important de noter à et égard qu'un tel hoix suppose que
les déplaements de déformation subis par l'aile sont petits. Dans le as où l'aile présente
de grands déplaements de déformation
2
, un modèle non-linéaire pourra être invoqué. Dans
les deux setions suivantes (4.4 et 4.5) e modèle va être intégré dans le formalisme général
proposé au hapitre préédent (3).
4.4 Modèle de Newton-Euler généralisé d'une aile om-
pliante
Dans ette setion, nous allons nous onsarer à l'élaboration du modèle dynamique
d'une aile déformable dans la perspetive de son intégration au modèle d'un MAV assi-
milé à un système multi-orps mobile ompliant. Pour ela, nous utilisons les équations de
Newton-Euler généralisées introduites au hapitre 3. Au-delà de la géométrie de l'aile, es
équations requièrent deux ingrédients. Le premier est sa struture modale approhée par
ses deux premiers modes. Le seond ingrédient est le modèle des fores aérodynamiques que
nous tirerons des travaux de Dikinson [55℄.
Rappelons que les équations généralisées de Newton-Euler gouvernant la dynamique
d'un orps déformable intégré à un système miltiorps sont données par (3.36). Dans le as
d'un MAV, la struture est arboresente et les deux ailes Bj (j = 1, 2) jouent le rle des
2
Préisons, à e niveau, un point de terminologie relative à la théorie des strutures. Les "displaements"
sont désignés ii par " mouvements ou déplaements rigides", les "deformations" sont appelées "déplae-
ments de déformation" et nalement, le "strain" est traduit par "déformations".
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Figure 4.8  Classiation des modèles struturels des ailes battantes.
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orps terminaux. Dans e as, omme auune fore de liaison ne s'applique à l'extrémité
de haune des ailes, on a Fk = 0 (tel que k dénote l'indie du suesseur du orps j) et
l'équation (3.36) devient :(
Mj M
T
ej
Mej meej
)(
η˙rj
q¨ej
)
=
(
Fj
Qj
)
+
(
Fj
0
)
, (4.1)
ave : (
Fj
Qj
)
=
(
fin j
Qin j
)
+
(
faero j
Qaero j
)
−
(
0
Qej
)
, (4.2)
où Mj, meej, Mej ,
(
fTin j, Q
T
in j
)T
,
(
fTaero j, Q
T
aero j
)T
et
(
0, QTej
)T
dénotent respetivement
la matrie d'inertie des ddls rigides du jème repère ottant, la matrie d'inertie des ddls
élastiques, la matrie de ouplage entre les aélérations rigides et élastiques, le veteur des
fores d'inertie (-à-d des eorts de Coriolis et entrifuges), le veteur des fores extérieures
(dans notre as elles aérodynamiques) et le veteur des fores internes élastiques. Dans les
sous-setions suivantes, nous détaillerons les aluls onduisant aux expressions analytiques
des matries et autres veteurs introduits dans (4.1) et (4.2). Pour e faire, nous ommen-
erons par paramétrer l'aile. Puis, nous alulerons l'énergie inétique de elle-i an de
déterminer les matries Mj, meej et Mej . Une fois ei fait, nous appliquerons le prinipe
des travaux virtuels à notre système pour aluler l'expression analytique des fores d'inertie(
fTin j , Q
T
in j
)T
. Ensuite, nous alulerons l'énergie potentiel élastique de l'aile an de déter-
miner les fores généralisées de ohésion interne Qej. Pour terminer, nous aborderons le
alul analytique des fores extérieures
(
fTaero j , Q
T
aero j
)T
.
4.4.1 Paramétrisation de la déformation de l'aile
Nous avons représenté sur la Fig. 4.9 le paramétrage de l'aile utilisé dans les dévelop-
pements mathématiques à suivre. Sur ette gure, Rj = (Oj, sj, nj, aj) représente le repère
attahé à la l'aile au niveau de sa liaison ave le thorax. Dans le ontexte du hapitre 3,
'est le repère d'enastrement de la déformation de l'aile. De plus, (Oj, sj) dénote l'axe sup-
portant la ligne de référene de la poutre modélisant l'aile. En aord ave la inématique
d'Euler-Bernoulli, à haque instant, la position de n'importe quel pointM de l'aile déformée
dans le repère d'enastrement Rj est dénie par l'équation suivante :
OjM = OjP0 + P0P + PM . (4.3)
La déformation de l'aile est dénie par les deux hamps suivants : le premier est le hamp
de veteurs déplaements de la ligne de référene paramétrant les déformations tridimen-
sionnelles de exion, -à-d :
[0, L]→ R3 ; X 7→ u0(X)sj + v0(X)nj + w0(X)aj ,
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Figure 4.9  Paramétrisation de la déformation de l'aile ompliante.
alors que le seond, est le hamp salaire des angles de torsion des setions le long et autour
de ette même ligne de référene :
[0, L]→ [0, 2π [ ; X 7→ θ(X) .
Sur la base de es dénitions, les veteurs introduits dans (4.3) se détaillent omme suit :
OjP0 = Xsj , (4.4)
P0P = de(X) = u0(X)sj + v0(X)nj + w0(X)aj , (4.5)
PM = Re(X)P0M0 = Re(X) (Y nj + Zaj) . (4.6)
En injetant les expressions i-dessus dans (4.3), la position du point M , exprimée dans le
repère de la liaison aile-thorax, s'érit :
j(OjM) = Xsj + (u0(X)sj + v0(X)nj + w0(X)aj) +Re(X)
 0Y
Z
 . (4.7)
Dans le as des petits déplaements de déformation, le hamp de matrie Re(X) est assimilé
au hamp de rotation de la inématique linéaire d'Euler-Bernoulli [33℄ :
Re(X) =
 1 −v
′
0(X) −w
′
0(X)
v′0(X) 1 −θ(X)
w′0(X) θ(X) 1
 . (4.8)
Aussi, (4.8) peut s'érire sous la forme matriielle suivante :
j(OjM) =
 X + u0(X)v0(X)
w0(X)
+Re(X)
 0Y
Z
 . (4.9)
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Comme, nous avons fait le hoix des petits déplaements de déformation, il est légitime
d'employer la méthode des modes supposés traditionnellement utilisée dans l'approhe du
repère ottant. Pour ela, les hamps v0, w0 et θ dénissant la inématique de l'aile sont
remplaés par les déompositions stationnaires suivantes (séparant le temps et l'espae) :
v0 =
∑
i
φfi(X) vi(t)
w0 =
∑
j
φfj(X)wj(t) .
θ =
∑
α
φτα(X) θα(t)
(4.10)
Dans (4.10), vi, wj et θα sont les oordonnées généralisées élastiques du système, tandis que
les fontions de l'espae φfi , φfj et φτα sont respetivement les modes de exion dans le
plan de battement, de exion hors plan de battement et de torsion. En aord ave les hoix
du hapitre 3, es fontions satisfont les onditions d'enastrement en X = 0. Par la suite,
nous reourrons aux simpliations suivantes justiées par l'observation des ailes : 1
o
) Des
lms en améra rapide montrent que hez le sphinx en vol (Sphingidae Mandua Sexta),
les ailes éhissent uniquement dans le plan de battement. Ainsi, nous poserons w0 = 0.
2
o
) L'épaisseur de la membrane de l'aile est négligeable par rapport à son envergure et sa
orde. Par onséquent, nous poserons également Y = 0. 3o) L'aile étant inextensible le long
de son envergure, le hamp de déplaement axial sera nul (u0(X) = 0), en tout as en petits
déplaements de déformation. Finalement, tenant omptes de es simpliations dans les
expressions générales, les hamps de positions et de vitesses élastiques le long de l'aile se
simplient omme suit :
j(OjM) =
 Xv0(X)− Zθ(X)
Z
 , j(Ve(M)) =
 0v˙0(X)− Zθ˙(X)
0
 . (4.11)
4.4.2 Calul de l'énergie inétique de l'aile
Comme évoqué préédemment, les matries d'inertie Mj, meej et Mej peuvent être
extraites du alul de l'énergie inétique de l'aile T (Bj) :
T (Bj) =
1
2
(
ηTrj, q˙
T
ej
)( Mj MTej
Mej meej
)(
ηrj
q˙ej
)
. (4.12)
Tehniquement, pour obtenir la forme (4.12), nous ommençons notre alul en appliquant
la dénition de l'énergie inétique à notre système :
T (Bj) =
1
2
∫
Bj
V 2(M)dm =
1
2
∫
Bj
(Vrj + Ωrj × OM + Ve(M))
2 dm , (4.13)
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où Vrj et Ωrj sont respetivement les vitesses linéaire et angulaire du repère Rj dans le
référentiel galiléen Rg. Puis, en développant le terme quadratique de (4.13), on obtient :
T (Bj) =
1
2
∫
Bj
dm V 2rj +
1
2
Ωrj .
∫
Bj
ÔM
T
. ÔMdm .Ωrj +
1
2
∫
Bj
V 2e (M) dm
+ Ωrj ×
∫
Bj
OM dm .Vrj +
∫
Bj
Ve(M) dm .Vrj +
∫
Bj
OM × Ve(M) dm .Ωrj .
(4.14)
Ensuite, le alul onsiste à substituer dans (4.14) les veteurs OjM et Ve(M) par leurs
expressions données par (4.11). Lors de ette étape, les déompositions modales (4.10) sont
prises en ompte. Puis, la nouvelle expression ainsi obtenue est fatorisée en fontion de Vrj,
Ωrj et q˙ej . Enn, nous omparons le résultat obtenu à (4.12) pour identier les matries
d'inertie reherhées. Comme es dernières étapes de alul sont laborieuses, elles ne seront
pas détaillées ii où nous ne rapportons que les expressions nales des matries d'inertie :
La matrie des inerties élastiques :
meej =
(
m0ff,kp −2m1fτ,ks
−2m1fτ,kp m2ττ,ks
)
. (4.15)
La matrie de ouplage entre les aélérations rigides et élastiques :
Mej =
(
0 m0f,k 0 −m1f,k 0 mx0f,k
0 −m1τ,l 0 m2τ,l 0 −mx1τ,l
)
. (4.16)
La matrie des inerties rigides :
Mj =
(
mj13 −mj ŝj
mj ŝj Ij
)
, (4.17)
ave mj la masse de l'aile dénie par :
mj =
∫
Bj
dmj =
∫
span
∫
chord(X)
µ dZ dX , (4.18)
où µ est la densité surfaique du matériau onstituant l'aile.
La matrie des premiers moments d'inertie se dénie quant à elle :
mj ŝj =
 0 −m1 m0f,p vp −m1τ,s θsm1 0 −mx0
−m0f,p vp +m1τ,s θs mx0 0
 , (4.19)
tandis que la matrie d'inertie angulaire prend la forme :
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Ij =
 Ixx Ixy IxzIyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz
 , (4.20)
ave :
Ixx = m2 +m0ff,pr vpvr +m2ττ,sm θsθm − 2m1fτ,ps vpθs ,
Iyy = mxx0 +m2 ,
Izz = mxx0 +m0ff,pr vpvr +m2ττ,sm θsθm − 2m1fτ,ps vpθs ,
Ixy = Iyx = −mx0f,p vp +mx1τ,s θs ,
Ixz = Izx = −mx1 ,
Iyz = Izy = −m1f,p vp +m2τ,s θs .
(4.21)
Pour alléger les éritures nous avons utilisé dans e qui préède et suit les onventions du
alul matriiel et tensoriel suivantes. Les indies k et l sont réservés pour indexer les lignes
de l'équilibre dynamique des k ième et l ième modes de exion et de torsion respetivement,
tandis que les autres indies sont muets et obéissent à la onvention de sommation sur les
indies répétés. Pour le reste, les usages habituels du alul matriiel prévalent. Ave es
onventions, le produit meej q¨ej où q¨ej dénote le veteur des aélérations modales du orps
Bj , s'érit par exemple :
meej q¨ej =
(
m0ff,kp −2m1fτ,ks
−2m1fτ,kp m2ττ,ks
)(
v¨p
θ¨s
)
=

Nf∑
p=1
m0ff,kp v¨p − 2
Nτ∑
s=1
m1fτ,ks θ¨s
−2
Nf∑
p=1
m1fτ,kp v¨p +
Nτ∑
s=1
m2ττ,ks θ¨s

En e qui onerne les autres paramètres introduits dans (4.17)-(4.15), eux-i sont dénis
par :
p0 = µ
∫
chord(X)
dZ , p1 = µ
∫
chord(X)
ZdZ , p2 = µ
∫
chord(X)
Z2dZ ,
m1 =
∫
span
p1dX , m2 =
∫
span
p2dX , mx0 =
∫
span
Xp0dX ,
mx1 =
∫
span
Xp1dX , m0f,k =
∫
span
p0φfkdX , m1f,k =
∫
span
p1φfkdX ,
m0ff,kl =
∫
span
p0φfkφfldX , m1fτ,kl =
∫
span
p1φfkφτldX , m1τ,l =
∫
span
p1φτldX ,
m2τ,l =
∫
span
p2φτldX , mx0f,k =
∫
span
Xp0φfkdX , mx1τ,l =
∫
span
Xp1φτldX ,
m2ττ,kl =
∫
span
p2φτkφτldX , mxx0 =
∫
span
X2p0dX .
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4.4.3 Calul des fores d'inertie
Une fois la matrie des inerties généralisées de (4.1) déterminée, nous pouvons nous
intéresser au alul du seond membre de ette même équation. Pour e faire, nous om-
menerons par l'évaluation des fores d'inertie (entrifuge et de Coriolis). Pour déterminer
es fores, l'idée poursuivie ii est d'appliquer le prinipe des travaux virtuels [33℄ à une aile
isolée. Aussi, pour une poutre onstituée de setions rigides, e prinipe s'érit sous la forme
ompate et intégrale suivante :
P∗ =
∫
Bj
V ∗(M)γ(M)dm =
(
η∗ Trj , q˙
∗ T
ej
) [( Mj MTej
Mej meej
)(
ηrj
q˙ej
)
−
(
fin j
Qin j
)]
,
(4.22)
où le symbole "∗" est utilisé pour distinguer une quantité physique virtuelle de son analogue
réel. Dans l'équation (4.22), le hamp des vitesses virtuelles V ∗(M) et elui des aélérations
réelles γ(M) sont dénis respetivement par :
∀M ∈ Bj :
V ∗(M) = V ∗rj + Ω
∗
rj × OjM + V
∗
e (M) , (4.23)
γ(M) = γrj + αrj × OjM + Ωrj × V (M) + γe(M) , (4.24)
où γrj et αrj sont respetivement les aélérations linéaire et angulaire absolues du repère
Rj , tandis que V
∗
e et γe sont respetivement le hamp des vitesses virtuelles élastiques et
le hamp des aélérations réelles élastiques de l'aile Bj . De même, le hamps des vitesses
réelles sur l'aile, qui apparaît dans l'équation (4.24), prend la forme :
∀M ∈ Bj : V (M) = Vrj + Ωrj ×OjM + Ve(M) . (4.25)
A présent, nous pouvons injeter le hamp des vitesses virtuelles (4.23) et le hamp des
aélérations réelles (4.24) dans (4.22). Lors de ette opération, l'approximation modale de
Rayleigh-Ritz dénie par (4.10) est prise en ompte. Comme les ontributions des aéléra-
tions pures ont déjà été prises en ompte via le alul de l'énergie inétique de l'aile Bj , nous
nous intéresserons ii uniquement aux fores entrifuges et de Coriolis. Ainsi, de (4.22), il
déoule que :
(
η∗rj
T , q˙∗ Tej
)( fin j
Qin j
)
= (4.26)
−
∫
Bj
j(V ∗rj + Ω∗rj × OjM) +
 0v˙∗0 − Zθ˙∗
0


T
.
j(Ωrj × Vrj + Ωrj × V (M)) dm .
En développant le seond membre de (4.26), nous pouvons obtenir les expressions de
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fin j et de Qin j . Ces aluls sont simples mais laborieux, aussi, nous ne détaillerons ii que
leurs résultats naux :
fin j = −

2 mj (Ωrj × Vrj) + Ωrj × (Ωrj ×mjsj) +

−Ωrjz
(
m0f,kv˙k −m1τ,lθ˙l
)
0
Ωrjx
(
m0f,kv˙k −m1τ,lθ˙l
)

2 mj ŝj (Ωrj × Vrj) + Ωrj × (IjΩrj) +

−Ωrjz
(
−m1f,pv˙p +m2τ,sθ˙s
)
0
Ωrjx
(
mx0f,pv˙p −mx1τ,sθ˙s
)


,
(4.27)
et
Qin j =
(
−2 m0f,k (Ωrj × Vrj)y − (−m0ff,mkvm +m1fτ,knθn)
(
Ω2rjx + Ω
2
rjz
)
2 m1τ,l (Ωrj × Vrj)y + (m2ττ,nlθn −m1fτ,mlvm)
(
Ω2rjx + Ω
2
rjz
) )+(
−m1f,kΩrjyΩrjz −mx0f,kΩrjxΩrjy
+m2τ,lΩrjyΩrjz +mx1τ,lΩrjxΩrjy
)
. (4.28)
4.4.4 Calul des fores généralisées de ohésion élastique
Comme la matrie d'inertie et les fores d'inerties ont été déterminées, nous allons à
présent porter notre attention sur le alul des fores de ohésion interne (fores élastiques)
Qej . Pour e faire, nous faisons l'hypothèse que le matériau onstituant l'aile est élastique
linéaire. En aord ave le paramétrage de Rayleigh-Ritz, les fores généralisées élastiques
sont donnée par :
Qej = −
∂Uint j
∂qej
, (4.29)
où Uint j est l'énergie interne de déformation aumulée dans l'aile. Pour la déterminer, nous
supposons que la ligne des entres de isaillements est onfondue ave le bord d'attaque
(gauhissement négligé). Rappelons ii que physiquement, la ligne des entres de isaille-
ments est un ensemble de points matériels tels que si l'on exere une fore pontuelle en
l'un de es points, l'aile éhit sans se tordre. Qui plus est, rappelons que le bord d'attaque
a été hoisi aussi omme ligne de référene (portée par l'axe (Oj, sj)) du paramétrage de
notre aile. Par onséquent, l'énergie potentielle de déformation stokée dans l'aile, peut être
érite sous une forme quadratique déouplée de la ourbure matérielle v′′0 et de la torsion de
l'aile θ′ [33℄ :
Uint j = Uf + Uτ =
1
2
∫
span
EIaxialv
′′
0
2dX +
1
2
∫
span
GIρθ
′2dX , (4.30)
où, E et I sont respetivement les module d'Young et de isaillement, tandis que Iaxial et
Iρ dénotent respetivement les moments axiaux et polaires des setions de l'aile autour de
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sa ligne de référene (Oj, sj). Finalement, en injetant la déomposition modale (4.10) dans
l'expression de l'énergie de déformation (4.30) nous obtenons :
Uint j =
1
2
∫
span
EIaxialφ
′′
fpφ
′′
fmdXvpvm +
1
2
∫
span
GIρφ
′
τsφ
′
τndXθsθn , (4.31)
d'où,
Uint j =
1
2
kf,pm vpvm +
1
2
kτ,sn θsθn , (4.32)
où omme dans le as inertiel, nous avons introduit deux nouveaux paramètres modaux qui
s'apparentent aux raideurs généralisées de exion kf,km et de torsion kτ,ln dénies par :
kf,km =
∫
span
EIaxialφ
′′
fkφ
′′
fmdX , kτ,ln =
∫
span
GIρφ
′
τlφ
′
τndX . (4.33)
Enn, en utilisant la onvention de sommation sur les indies répétés que nous avons intro-
duite préédemment, les fores généralisées de ohésion élastique s'érivent omme suit :
Qej = −
∂Uint j
∂qej
=
(
Qe fk
Qe τl
)
=
(
kf,mk vm
kτ,nl θn
)
. (4.34)
4.4.5 Calul des fores aérodynamiques
An de ompléter le modèle de Newton-Euler généralisé (.f. (4.1) et (4.2)), il est nées-
saire d'appréhender les fores aérodynamiques
(
fTaero j , Q
T
aero j
)T
de (4.2). En général, vue la
omplexité de la topologie de l'éoulement de l'air au voisinage d'une aile battante, l'esti-
mation des fores aérodynamiques rélame en toute rigueur la résolution des équations de
Navier-Stokes (.f. [103, 12℄). Néanmoins, pour des raisons évidentes de omplexité, nous
optons pour une modélisation analytique basée sur le modèle aérodynamique de Dikinson
et al. [55, 170℄. Dans e modèle, les eorts aérodynamiques se résument à une unique fore
onentrée sur une aile rigide en un point noté Cp, appelé entre de pression et déni omme
le point sur lequel le moment aérodynamique de tangage est nul. Plus préisément, les ef-
forts aérodynamiques appliquées à l'aile se réduisent aux deux fores que sont la portane
et la traînée appliquées toutes deux au point Cp
3
. An d'étendre e modèle aérodynamique
au as de l'aile déformable en vol, nous avons dû l'adapter en l'appliquant à haune des
setions rigides de largeur dX de la poutre-aile.
Dans une perspetive de simulation, le alul de es fores néessiterait en toute rigueur
la onnaissane de la vitesse absolue du entre de pression Cp de haque setion et e à
haque pas de temps d'une boule d'intégration. Dans le ontexte usuel de l'aérodynamique
subsonique, la position du entre de pression est fontion du oeient de portane. Cepen-
3
Dans la littérature relative au vol battu de l'insete, le entre de pression est appelé parfois, par abus
de langage, "le entre aérodynamique". Rigoureusement parlant, es deux notions sont diérentes puisque
le entre aérodynamique est le point où le moment aérodynamique est indépendant de l'angle d'attaque.
Pour de plus amples expliations, nous renvoyons le leteur à [85, 89℄.
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dant, dans le as de l'étude du vol des insetes, plusieurs auteurs onsidèrent e point omme
xe [147, 170, 138℄. Dans notre étude, nous ferons de même et nous hoisirons de plaer le
entre de pression Cp à 40% de la longueur de la orde en partant du bord d'attaque [138℄.
En se basant sur ette dénition, nous appliquons le prinipe des puissanes virtuelles pour
déterminer l'eet des harges aérodynamiques sur la dynamique de Newton-Euler de l'aile
déformable (4.1) :
P∗ext =
∫
Bj
V ∗(Cp(X))Faero(Cp(X))dm =
(
η∗rj
T , q˙∗ Tej
)( faero j
Qaero j
)
, (4.35)
où Faero(Cp(X)) dénote la fore aérodynamique élémentaire agissant au entre de pression
Cp de la setion X . De plus, nous introduisons dans (4.35) les vitesses galiléennes réelle
V (Cp) et virtuelle V
∗(Cp) du entre de pression Cp dénies respetivement par :
∀ Cp(X) ∈ Bj :
V (Cp(X)) = Vrj + Ωrj ×OjCp(X) + Ve(Cp(X)) , (4.36)
V ∗(Cp(X)) = V
∗
rj + Ω
∗
rj × OjCp(X) + V
∗
e (Cp(X)) . (4.37)
En développant le membre gauhe de l'équation (4.35) et en l'identiant au membre droit
de ette même équation, nous déduisons les expressions de faero j et Qaero j détaillées omme
suit :
faero j =

∫
Bj
jFaero(Cp(X))dX∫
Bj
j(OjCp(X)× Faero(Cp(X)))dX
 , (4.38)
et
Qaero j =

∫
Bj
j(∂Ve(Cp(X)))
T
∂v˙fk
jFaero(Cp(X)) dX∫
Bj
j(∂Ve(Cp(X)))
T
∂θ˙τl
jFaero(Cp(X)) dX
 , (4.39)
où l'on introduit les vitesses partielles élastiques du entre de pression Cp données par :
j(∂Ve(Cp(X)))
∂v˙fk
=
 0φfk(X)
0
 , j(∂Ve(Cp(X)))
∂θ˙τl
=
 0−Z(Cp(X))φτl(X)
0
 , (4.40)
ave Z(Cp(X)) = −0.4 cX , où cX représente la orde d'une setion de l'aile étiquetée par
son absisse matérielle X .
Dans la ontinuité de l'aérodynamique stationnaire des ailes d'avions, le modèle de Di-
kinson rélame la dénition de deux hamps de repères le long de l'aile i.e. deux repères
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PSfrag replaements
Bord d'attaque
Centre de pression
Centre de la setion
Une setion de l'aile
O
RCp
Cp
aCp
nCp
Raero
aaero
naero
V (Cp)
β
β
Figure 4.10  Repères et paramétrisation d'une setion de l'aile.
orthonormés par setion, dénis omme suit (.f. Fig. 4.10). Le premier est dénoté par
RCp = (Cp, sCp, nCp , aCp). Son origine OCp oïnide ave le entre de pression Cp. Le veteur
aCp est tangent à la membrane et pointe vers le bord d'attaque en partant du bord de fuite.
Quant au veteur nCp , il est normal à la setion de l'aile et il pointe de l'intrados vers l'ex-
trados. Le seond repère Raero = (Cp, saero, naero, aaero) est appelé repère aérodynamique.
Son origine est également onfondu ave le entre de pression Cp. En revanhe, le veteur
unitaire aaero est parallèle à la vitesse linéaire galiléenne du entre de pression Cp. Nous
rappelons à présent les détailles des trois ontributions à la fore aérodynamique appliquée
sur une setion [55, 170℄.
1
o
) Les eets stationnaires Fstat(Cp(X)) :
On entend ii par stationnaires, les eets aérodynamiques que l'on renontrerait sur un prol
xe en présene d'un éoulement permanent [55, 137℄. Tehniquement, les fores aérodyna-
miques stationnaires se alulent en quatre étapes omme il suit :
Étape 1 : en se basant sur les dénitions de Rcp et Raero, il devient possible d'établir la
relation suivante de hangement de base :
CpV (Cp(X)) =
CpRj
jV (Cp(X)) , (4.41)
où
CpRj = R
T
e (X) =
 1 v
′(X) 0
−v′(X) 1 θ(X)
0 −θ(X) 1
 . (4.42)
Étape 2 : l'inidene aérodynamique loale β (i.e. l'angle entre le veteur vitesse linéaire du
entre de pression et la orde de la setion orrespondante) est dénie par :
β = arctan(VCpy, VCpz) . (4.43)
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Étape 3 : nous alulons ensuite les fores aérodynamiques stationnaires naturellement dé-
nies dans le repère aérodynamique Raero via la relation suivante :
aeroFstat(Cp(X)) =
 0Lstat
Dstat
 , (4.44)
où Lstat et Dstat représentent respetivement la fore de portane et la fore de traînée :
Lstat = 0.5 ρair cX |V (Cp(X))|
2 CLstat , (4.45)
Dstat = 0.5 ρair cX |V (Cp(X))|
2 CDstat , (4.46)
ave, ρair la masse volumique de l'air, tandis que CLstat et CDstat sont des oeients
aérodynamiques stationnaire dénis par :
CLstat = 1.8 sin(2β) , (4.47)
CDstat = 1.92− 1.55 cos(2β) . (4.48)
Ces expressions obtenues expérimentalement sont au ÷ur du modèle de Dikinson puis-
qu'elles rendent ompte de l'eet porteur du vortex du bord d'attaque (LEV)(.f. setion
1.6.1).
Étape 4 : les fores aérodynamiques stationnaires sont ensuite passées du repère Raero au
repère RCp via la relation suivante :
CpFstat(Cp(X)) =
CpRaero
aeroFstat(Cp(X)) , (4.49)
où
CpRaero dénit l'orientation du repère aérodynamiqueRaero par rapport au repère attahé
au entre de pression RCp :
CpRaero =
 1 0 00 cos(β) − sin(β)
0 sin(β) cos(β)
 . (4.50)
2
o
) La irulation rotationnelle Frot(Cp(X)) :
Il a été démontré que la rotation rapide de l'aile à la n de haque demi-yle de battement
(i.e. au moment du retournement de l'aile) engendre une irulation de l'air dans la dire-
tion opposée (.f. setion 1.6.1), à l'origine d'un pique de portane instantanée [170, 147℄.
Le alul de la fore aérodynamique Frot(Cp(X)) due à ette irulation rotationnelle est
similaire en tout point à elui des eets stationnaires (.f. les quatre étapes préédentes),
où l'en remplae Lstat et Dstat par Lrot et Drot données par les expression suivantes (.f.
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[60, 55℄) :
Lrot = ρair cX |V (Cp(X))| ΩCpx CLrot , (4.51)
Drot = ρair cX |V (Cp(X))| ΩCpx CDrot , (4.52)
où l'on a introduit les oeients de portane et de traînée rotationnels dénis par :
CLrot =
3
4
πcX cos(β) , (4.53)
CDrot =
3
4
πcX sin(β) , (4.54)
expressions qui, une fois enore, sont déduites de l'expériene [55℄. Une fois les hangements
de repères appropriés eetués, on obtient :
CpFrot(Cp(X)) =
CpRaero
 0Lrot
Drot
 . (4.55)
Notons ii à la suite de walker [170℄, que es termes rotationels peuvent êtres inlus dans le
modèle stationnaire en ajoutant à e dernier le mouvement angulaire de l'aile.
3
o
) La masse ajoutée Fadd(Cp(X)) :
L'eet de la masse ajoutée (appelée également "masse apparente") se déni omme la réa-
tion induite par l'aélération que subit la masse du uide environnant l'aile [100, 51, 95℄.
Dans le modèle original dû à Dikinson, l'eet des masses ajoutées se réduit à :
CpFadd(Cp(X)) = Madd
CpV˙ (Cp(X)) , (4.56)
où V (Cp(X)) représente la vitesse galiléenne du entre de pression Cp, et Madd dénote la
matrie de la masse ajoutée de la setion X de l'aile dene par :
Madd =
 0 0 00 14πρairc2X 0
0 0 0
 . (4.57)
Notons ii que e modèle est une approximation assez naïve du modèle exat des masses
ajoutées ressenties par une setion dans un éoulement uide plan. En eet, dans le modèle
exat, Madd inlut des termes supplémentaires (angulaires et de ouplage) et sa dérivée
Galiléenne introduit des aélérations de type Coriolis-entrifuges qui n'apparaissent pas
dans (4.56). Malgré ela, nous maintiendrons ette approximation dans e hapitre et la
remplaerons, dans le hapitre 5, par un modèle plus rané issu d'un bilan de quantités de
mouvement du volume de uide environnant l'aile.
Finalement, les fores extérieures aérodynamiques
jFaero(Cp(X)) appliquées sur haque
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setion de l'aile s'érivent omme attendu :
jFaero(Cp(X)) =
jRCp .
[
CpFstat(Cp(X)) +
CpFrot(Cp(X)) +
CpFadd(Cp(X))
]
, (4.58)
'est-a-dire omme la superposition des trois ontributions que sont les eets stationnaires
(apturant le vortex du bord d'attaque), les eets rotationnels (rendant ompte du spin
rapide de l'aile en n de haque demi-yle de battement) et enn les eets de masse ajou-
tée. Ainsi alulées, les fores aérodynamiques Faero(Cp(X)) sont exprimées dans l'espae
physique R
3
. Aussi, pour établir leurs expressions dans le modèle de Newton-Euler géné-
ralisé de l'aile exible (4.1), il nous faut aluler les fores aérodynamiques généralisées
faero j (4.38) et Qaero j (4.39). Cependant, en raison du aratère impliite des expressions
de Faero(Cp(X)), nous ne pouvons plus, omme nous l'avons fait préédemment (fores iner-
tielles et élastiques), séparer les dépendanes en temps et en espaes dans l'expression des
fores aérodynamiques. Pour ette raison, au alul analytique des diérentes omposantes
aérodynamiques nous préférons reourir à l'intégration numérique par quadrature (de type
Gauss [52℄). Dans le as de l'aile battante, ette méthode onsiste à remplaer l'intégra-
tion spatiale des fores aérodynamiques faero j (4.38) et Qaero j le long de l'envergure de
l'aile par une somme disrète pondérée des valeurs de es fores en des points spéiques
du domaine d'integration (points de Gauss) notés ξi. En d'autres termes, nous pouvons
approximer faero j et Qaero j numériquement par :
faero j =
span
2

NGauss∑
i=1
Gi
jFaero(Cp(X(ξi)))
NGauss∑
i=1
Gi
j(OjCp(X(ξi))×
jFaero(Cp(X(ξi))))
 , (4.59)
et
Qaero j =
span
2

NGauss∑
i=1
Gi
j(∂Ve(Cp(X)))
T
∂v˙fk
jFaero(Cp(X(ξi)))
NGauss∑
i=1
Gi
j(∂Ve(Cp(X)))
T
∂θ˙τl
jFaero(Cp(X(ξi)))
 , (4.60)
où NGauss représente le nombre de points de Gauss, Gi dénote le i
ème
poids assoié au ième
point de Gauss
4 ξi tel que ξi ∈ [−1, 1] et X(ξi) = span
(
1 + ξi
2
)
. Tehniquement, nous
pouvons résumer le alul des fores aérodynamiques faero j et Qaero j , pour haque aile Bj,
par l'algorithme suivant :
4
Il est important de noter que l'indie "i" est utilisé dans les équations (4.59) et (4.60) entant qu'un simple
indie pour inrémenter la sommation dans la méthode de quadrature de Gauss ; il ne fait pas référene à la
onvention d'indiçage des orps i = a(j) habituellement utilisée dans les algorithmes du type Newton-Euler.
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Algorithme 1 : Calul des fores aérodynamiques faero j et Qaero j de l'aile Bj .
Début :
• Pour i = 1 à i = NGauss faire :
! Caluler la vitesse galiléenne
CpV (Cp(X(ξi))) du entre de pression Cp expri-
mée dans le repère qui lui est attahé RCp (4.36), (4.41), (4.42).
! Caluler l'inidene aérodynamique loale β (4.43).
! Caluler les fores aérodynamiques dues aux eets stationnaires :
* Caluler CLstat et CDstat : les oeients de portane et de traînée sta-
tionnaires (4.47), (4.48).
* Caluler Lstat et Dstat : les fores de portane et de traînée stationnaires
érites dans le repère aérodynamique Raero (4.44)-(4.46).
* Caluler
CpFstat(Cp(X(ξi))) : les fores aérodynamiques stationnaires pro-
jetées dans le repère attahé au entre de pression RCp (4.49).
! Caluler les fores aérodynamiques dues à la irulation rotationnelle :
* Caluler CLrot et CDrot : les oeients de portane et de traînée rota-
tionnelles (4.53), (4.54).
* Caluler Lrot et Drot : les fores de portane et de traînée rotationnelles
érites dans le repère aérodynamique Raero (4.51)-(4.52).
* Caluler
CpFrot(Cp(X(ξi))) : les fores aérodynamiques rotationnelles pro-
jetées dans le repère attahé au entre de pression RCp (4.55).
! Caluler
CpFadd(Cp(X(ξi))) : la fore due à l'eet de la masse ajoutée (4.56),
(4.57).
! Caluler
jFaero(Cp(X(ξi))) : la fore aérodynamique totale appliquée sur l'aile,
exprimée dans le repère de référene Rj (4.58).
! Caluler
j(∂Ve(Cp(X(ξi))))
∂v˙fk
et
j(∂Ve(Cp(X(ξi))))
∂θ˙τl
: les vitesses élastiques par-
tielles du entre de pression (4.40).
 Fin Pour.
• Caluler
(
faero j
Qaero j
)
: les fores aérodynamiques appliquées sur l'aile Bj (4.59),
(4.60).
Fin.
Avant de poursuivre, notons qu'il existe d'autres phénomènes aérodynamiques tels que
la apture du sillage et les eets dus au ux transversal le long de l'envergure de l'aile, qui
pourraient dans l'avenir enrihir le modèle de Dikinson.
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4.5 Modèle dynamique du robot volant bio-inspiré
Après avoir établi les équations détaillées gouvernant la dynamique de l'aile ompliante
isolée, nous allons nous en servir dans ette setion pour aluler le modèle dynamique
du robot volant entier. Cei peut être eetué en utilisant le adre générale du hapitre
préédent (3). Qui plus est, le système étant non ontraint, nous pouvons le modéliser de
manière entièrement réursive grâe à l'algorithme inverse de Luh étendu au as des MMS
ave des exibilités distribuées (.f. setion 3.5.2). Dans la pratique, à haque instant t
d'une boule globale d'intégration temporelle, nous appliquerons la réurrene avant (3.41)-
(3.43), suivie de la réurrene arrière (3.44)-(3.51) permettant de aluler la dynamique
externe de notre MAV (i.e. les mouvements rigides d'ensemble ou mouvements nets). Une
fois la dynamique externe résolue, nous alulerons la dynamique interne des ouples via
la troisième réurrene (3.52)-(3.54). Avant d'entrer dans les détails du alul des trois
réurrenes sus-itées, nous allons dérire notre robot volant bioinspiré et introduire quelques
notations utiles pour la suite.
4.5.1 Desription du robot-insete
Notre robot volant bioinspiré est onsidéré omme un système multi-orps omposé d'un
thorax Bo, une aile droite B1 et une aile gauhe B2 (voir Fig. 4.11). Chaque aile est onnetée
au thorax par une seule artiulation rotoïde. Pour des raisons de simpliité, le mot "thorax"
est utilisé ii pour désigner l'ensemble tête-thorax-abdomen. Ainsi, en respetant les onven-
tions usuelles de Newton-Euler pour l'indiçage des systèmes multi-orps (voir setion 3.5.1
et [94℄), nous réservons l'indie 0 pour les grandeurs physiques relatives au thorax et les in-
dies 1 et 2 pour elles relatives à l'aile droite et l'aile gauhe, respetivement. Finalement,
la géométrie du thorax est dérite par un ellipsoïde de rayons rad1, rad2 et rad3 suivant
les axes s0, n0 et a0, respetivement. En outre, la position de haque point d'attahement
thorax-aile par rapport à l'origine O0 du repère lié au thorax R0 est déterminée par le ve-
teur
0 (O0Oj) = (jon1, jon2, jon3)
T
. Dans la suite, on utilise les notations générales du
hapitre 3.
4.5.2 Modèle dynamique diret du robot volant
An de aluler à haque pas de temps l'aélération d'ensemble (du orps de référene)
de notre robot volant, il nous faut établir les équations de la dynamique externe direte du
système multi-orps telles qu'énonées au hapitre préédent et rappelées i-après :
M˜+0 η˙0 = F˜
+
0 , (4.61)
où η˙o dénote l'aélération de Bo, M˜
+
0 représente la matrie ondensée généralisée d'inertie
du orps augmenté B+o et F˜
+
0 est le torseur de toutes les fores et tous les moments (i.e.
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Figure 4.11  Repères et paramétrisation du robot volant bio-inspiré.
inertielles, élastiques et aérodynamiques) agissant sur B+o . Pour aboutir à ette dynamique
externe, il nous faut dans un premier temps déployer la réurrene avant (3.41)-(3.43), suivie
de la réurrene arrière (3.44)-(3.51) (.f. setion 3.5.2). Dans notre as, le thorax est supposé
rigide et de fait, les grandeurs Me0, mee0, Q0 et Φ0 sont nulles. Ainsi, les équations mises en
jeux par la réurrene arrière (3.44)-(3.51) se réduisent à :
M+0 =M0 +
2∑
j=1
Ad Tgj,0
(
Mj −M
T
ejm
−1
eejMej
)
Adgj,0 , (4.62)
M+e0 = 0 , (4.63)
m+ee0 = 0 , (4.64)
F+0 = F0 +
2∑
j=1
Ad Tgj,0
[(
Fj −M
T
ejm
−1
eejQj
)
−
(
Mj −M
T
ejm
−1
eejMej
)
ζj
]
, (4.65)
Q+0 = 0 . (4.66)
Enn, en remplaçant les expressions de M+0 , M
+
e0, m
+
ee0, f
+
0 et Q
+
0 (4.62)-(4.66) dans la
matrie d'inertie généralisée M˜+0 (du orps omposite B
+
0 ) dénie par (3.50), ainsi que dans
l'expression du torseur F˜+0 des fores d'inertie, élastiques et externes exerées sur le orps
omposite B+0 , dénies par (3.51), on obtient :
M˜+0 =M
+
0 =M0 +
2∑
j=1
Ad Tgj,0
(
Mj −M
T
ejm
−1
eejMej
)
Adgj,0 (4.67)
F˜+0 = F
+
0 = F0 +
2∑
j=1
Ad Tgj,0
[(
Fj −M
T
ejm
−1
eejQj
)
−
(
Mj −M
T
ejm
−1
eejMej
)
ζj
]
(4.68)
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où l'on note par ζj(r˙j, r¨j), le veteur (6× 1) déni omme suit :
ζj =
(
jRi(Ωri × (Ωri × Pi,j))
jΩri × r˙jaj
)
+ r¨jAj , (4.69)
ave Aj =
(
0T , aTj
)T
, et aj le veteur unitaire porté par l'axe de rotation de l'artiulation j.
4.5.3 Appliation à un modèle simplié de l'aile
En guise de première illustration et dans le but d'analyser la dynamique de l'aile et du
MAV, et l'inuene de sa torsion sur la stabilité du vol, nous allons supposer que l'aile ne
subit qu'une déformation en torsion approhée par son premier mode. Dans es onditions,
(4.10) devient :
v0 = 0, w0 = 0, et θ = φτ1θ1 , (4.70)
de sorte que l'on peut réerire les grandeurs intervenant dans les équations (4.67) et (4.68)
de la manière suivante :
1
o
) Grandeurs relatives au thorax B0 :
Le tenseur d'inertie du thorax M0 se déduit de (4.17) :
M0 =
(
m013 0
0 I0
)
, (4.71)
où la masse du robot est notée m0 =
4
3
π ρth rad1.rad2.rad3, ave ρth la masse volumique
du thorax. De même, le tenseur des seonds moments d'inertie I0 s'érit omme :
I0 =
1
5
m0
 rad
2
2 + rad
2
3 0 0
0 rad21 + rad
2
3 0
0 0 rad21 + rad
2
2
 . (4.72)
Le veteur des fores gyrosopiques du thorax rigide est donné par (f. [29℄) :
F0 = −
(
Ω0 × (Ω0 ×m0s0) + Ω0 ×m0V0
Ω0 × (I0Ωj) +m0s0 × (Ω0 × V0)
)
. (4.73)
Ii, on hoisi de prendre le entre de masse du thorax omme origine du repère R0. Par
onséquent, m0s0 devient nul, et l'expression de F0 se réduit à :
F0 = −
(
Ω0 ×m0V0
Ω0 × (I0Ω0)
)
. (4.74)
2
o
) Grandeurs relatives à une aile Bj :
La matrie homogène de transformation gj,0 entre le thorax B0 et l'aile Bj se déduit de
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(3.34) :
gj,0 =
(
Rj,0 Pj,0
0 1
)
, (4.75)
où l'orientation et la position relatives entre le repère Rj lié à l'aile Bj et le repère R0 lié
au thorax sont données respetivement par Rj,0 et Pj,0 ave :
Rj,0 = R
T
0,j =
 cos(rj) sin(rj) 0− sin(rj) cos(rj) 0
0 0 1
 , Pj,0 = j(OjO0) = −
 jon10
jon3
 . (4.76)
L'expression détaillée de l'opérateur adjoint Adgj,0 transportant les fores d'une aile Bj au
thorax B0, s'obtient en remplaçant (4.76) dans la dénition générale (3.35) :
Adgj,0 =

cos(rj) sin(rj) 0 −jon3. sin(rj) jon3. cos(rj) jon1. sin(rj)
− sin(rj) cos(rj) 0 −jon3. cos(rj) −jon3. sin(rj) jon1. cos(rj)
0 0 1 0 −jon1 0
cos(rj) sin(rj) 0
0 − sin(rj) cos(rj) 0
0 0 1

. (4.77)
Le tenseur d'inertie Mj de l'aile Bj se déduit des équations (4.17)-(4.21) en y éliminant la
déformation en exion et en ne gardant que le premier mode de torsion :
Mj =
(
mj13 −mj ŝj
mj ŝj Ij
)
, (4.78)
où la masse de l'aile est notée mj . De plus, le tenseur anti symétrique des premiers moments
d'inertie de l'aile mj ŝj , ainsi que le tenseur des seonds moments d'inerties Ij, s'érivent
respetivement omme suit :
mj ŝj =
 0 −m1 −m1τ,1 θ1m1 0 −mx0
m1τ,1 θ1 mx0 0
 , (4.79)
Ij =
 m2 +m2ττ,11 θ
2
1 mx1τ,1 θ1 −mx1
mx1τ,1 θ1 mxx0 +m2 m2τ,1 θ1
−mx1 m2τ,1 θ1 mxx0 +m2ττ,11 θ
2
1
 . (4.80)
En partant de (4.16) et (4.15), la matrie des inerties généralisées élastiques et la matrie
de ouplage entre les aélérations réelles rigides et les aélérations modales élastiques, se
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réduisent, respetivement, à :
meej = m2ττ,11 , (4.81)
Mej = (0,−m1τ,1, 0, m2τ,1, 0,−mx1τ,1) . (4.82)
D'après l'équation (4.2), le terme Fj est déni omme étant la somme du torseur des fores
inertielles (Coriolis et entrifuges) fin j (4.27) et le torseur des fores aérodynamiques faero j
(4.59). Après élimination de la exion, e terme devient pour haune des ailes (j = 1, 2) :
Fj = −

2 mj (Ωrj × Vrj) + Ωrj × (Ωrj ×mjsj) +
 Ωrjzm1τ,1θ˙10
−Ωrjxm1τ,1θ˙1

2 mj ŝj (Ωrj × Vrj) + Ωrj × (IjΩrj) +
 −Ωrjzm2τ,1θ˙10
−Ωrjxmx1τ,1θ˙1


+
span
2

NGauss∑
i=1
Gi
jFaero(Cp(X(ξi)))
NGauss∑
i=1
Gi
j(OjCp(X(ξi))×
jFaero(Cp(X(ξi))))
 . (4.83)
Le terme Qj est déni par l'équation (4.2) omme étant la somme de la matrie des fores
aérodynamiques généralisées Qaero j (4.60), la matrie généralisée des fores de Coriolis et
entrifuges Qin j (4.28) et la matrie des fores généralisées de ohésion élastique Qe j (4.34).
Après élimination de la exion, e terme devient pour haune des ailes :
Qj =
span
2
NGauss∑
i=1
Gi
j(∂Ve(Cp(X)))
T
∂θ˙τl
jFaero(Cp(X(ξi)))
+2 m1τ,1 (Ωrj × Vrj)y +m2ττ,11θ1
(
Ω2rjx + Ω
2
rjz
)
+m2τ,1ΩrjyΩrjz +mx1τ,1ΩrjxΩrjy − kτ,11θ1 ,
(4.84)
ave kτ,11θ1 =
∫
span
GIρφ
′2
τ1dXθ1.
Ce qui ahève le alul de tout les termes intervenant dans l'équation (4.61).
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4.5.4 Dynamique interne des ouples
Une fois l'aélération d'ensemble η˙0 du robot volant onnue, elle initialise la troisième
réurrene (3.52)-(3.54) de l'algorithme dynamique inverse du MMS exible proposé dans la
setion 3.5.2, qui alule les aélérations artiulaires η˙j (3.52), les aélérations élastiques
q¨ej (onsidérées omme des sorties seondaires de l'algorithme) (3.53), ainsi que les ouples
artiulaires τj ressentis au niveau des deux jontions aile-thorax (3.54). Compte tenu du fait
que le thorax est un orps rigide et que les ailes ompliantes sont des orps terminaux dans
la haîne arboresente onstituant le robot volant, la réurrene (3.52)-(3.54) devient :
Pour j = 1 à j = 2 aluler :
η˙j = Adgj,0 η˙0 + ζj, (4.85)
q¨ej = m
−1
eej(Qj −Mej η˙j), (4.86)
τj = A
T
j (M˜
+
j η˙j − F˜
+
j ) . (4.87)
Fin Pour.
En substituant η˙j dénie par (4.85) dans (4.86) et (4.87), on obtient, pour haune des
ailes, l'expression détaillée des aélérations élastiques q¨ej et elle des ouples artiulaires τj
(j = 1, 2) :
Pour j = 1 à j = 2 aluler :
q¨ej = m
−1
eej
(
Qj −Mej
(
Adgj,0 η˙0 + ζj
))
, (4.88)
τj = A
T
j
[(
Mj −M
T
ejm
−1
eejMej
) (
Adgj,0 η˙0 + ζj
)
−
(
Fj −M
T
ejm
−1
eejQj
)]
. (4.89)
Fin Pour.
Les équations (4.88) et (4.89) font intervenir les termes suivants :
meej , Mej , Adgj,0 , η˙0 , ζj , Qj , Aj , Mj et Fj ,
où rappelons que de gauhe à droite on a dénit : la matrie des inerties généralisées élas-
tiques (4.81), la matrie de ouplage entre les aélérations réelles rigides et les aélérations
modales élastiques (4.82), l'opérateur adjoint (4.77), l'aélération du orps de réfrérene
du robot volant (4.61), le veteur ζj déni par l'équation (4.69), la matrie des fores gé-
néralisées dues aux fores de Coriolis, entrifuges, aérodynamiques et de ohésion interne
(4.84), le veteur unitaire de l'axe de l'artiulation j, la matrie des inerties rigides (4.78)
et la matrie des eets de Coriolis, entrifuges et aérodynamiques (4.83).
Enn, an de mettre à jour l'état de référene pour la prohaine étape de la boule du
temps, (4.61) est intégrée numériquement.
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Figure 4.12  Paramètres géométriques de l'aile (au repos) utilisés pour la simulation.
4.5.5 Simulations et résultats numériques
Dans ette sous-setion, nous présentons quelques résultats numériques obtenus en ap-
pliquant les équations dynamiques développées dans les sous-setions 4.5.2 et 4.5.3 au as
de la montée vertiale d'un MAV bio-inspiré du sphinx Mandua Sexta.
Le thorax est onsidéré omme un ellipsoïde homogène et axisymétrique dont les petits
et grand rayons sont égaux, respetivement, à a = c = 8.5mm et b = 28mm. L'épaisseur de
l'aile est xée à 0.1×10−3m, tandis que l'envergure est égale à l = 7m. La orde est dénie,
le long du bord d'attaque, par la relation suivante : c(X) = c0
√
1− (X/l)2, donnant un
prol elliptique au bord de fuite, ave une orde maximale à la base de l'aile (i.e. à X = 0)
c0 = 31.5mm. La densité surfaique de l'aile est égale à 0.14kg/m
2
. Les ailes sont attahées
au thorax dans le plan (O0, s0, a0) à une hauteur de 0.65× b au-dessus de O0 (.f. Fig. 4.12).
La masse totale du MAV est égale à peu près à 7g où la masse des ailes ne dépasse pas 10%
de la masse du robot. Comme nous l'avons déjà évoqué dans la setion 1.5, il est d'usage
d'approher la inématique des ailes battantes du sphinx par une série de Fourier du 3
ème
ordre (.f. équation 1.1) [175℄. Pour des raisons de simpliité, nous allons onsidérer, dans
notre as, une série de Fourier symétrique du premier ordre [145℄. Par onséquent, l'évolution
temporelle de l'angle de battement s'érit omme suit : r = r0 sin(ωt) où r0 = 40
o
dénote
l'amplitude de battement et ω = 2πf ave f = 25Hz représente la fréquene de battement.
Dans ette simulation, les déformations de l'aile sont modélisées par l'approhe du repère
ottant. Pour haque aile, le repère ottant est un repère enastré attahé à l'artiulation
onnetant le thorax et l'aile, et suit le mouvement de la base de ette dernière. Qui plus
est, nous avons l'intention de proposer un modèle minimal (i.e. ave le minimum de para-
mètres possible) apable de apturer la torsion passive de l'aile. Ainsi, nous allons négliger
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Figure 4.13  L'évolution temporelle de l'angle de battement (ationné) et de l'angle de
torsion (passive) durant inq yles de battement.
Figure 4.14  L'évolution temporelle de la onguration du MAV simulé durant un yle
de battement. Les instantanés sont pris toutes les 4× 10−3 seondes.
les déformations de exion et par onséquent, la base fontionnelle utilisée pour dérire
la déformation de l'aile est réduite au premier mode (enastré-libre) de torsion autour du
bord d'attaque. Puisque nous ne disposons pas d'expressions analytiques des modes propres
d'une poutre à setion variable, nous avons hoisi d'approher le premier mode de torsion
par elui d'une poutre à setion onstante dont la longueur et l'épaisseur sont égales à elles
d'une vraie aile de sphinx, et ave une orde onstante égale à c0. En e qui onerne les
fores aérodynamiques (dont l'eet de la masse ajoutée est négligé), l'intégration spatiale
de es dernières le long de l'envergure de l'aile (4.58), est réalisée en utilisant la méthode de
quadrature de Gauss ave 4 points de Gauss.
Les résultats de la simulation sont en aord ave les observations expérimentales des
sphinx Mandua Sexta [4℄. Ces résultats ont été obtenus en variant (à travers une sé-
rie d'essais-erreurs) le module de isaillement G du matériau onstituant l'aile (ii xé à
0.2MPa). Sur la Fig. 4.13, nous traçons l'évolution temporelle de l'angle imposé de batte-
ment, et elle de l'angle passif de torsion. Nous remarquons que l'amplitude du mouvement
de torsion est de l'ordre de 50o en bout d'aile, et que le déphasage (obtenu de manière
passive) entre le battement et la torsion est à peu près égal à 75o, e qui est en aord ave
les mesures expérimentales de Dikinson et al. [55℄.
An de failiter l'analyse et l'interprétation des résultats obtenus, nous avons développé
une routine de visualisation (en VRML) très réaliste permettant de reonstruire à haque
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instant la onguration du MAV simulé. Sur la Fig. 4.14, nous présentons 11 instantanés
diérents pris, durant un yle de battement, à intervalle de temps régulier (T/10 = 4 ×
10−3). En terme de temps de alul, le simulateur prend 3 seondes pour simuler un yle
de battement T = 2π/ω = 0.04s.
4.6 Conlusion
Dans e hapitre, nous venons de mettre au point le modèle dynamique d'un robot volant
bio-inspiré muni d'ailes battantes exibles. Ce modèle est basé sur un algorithme réursif
de type Newton-Euler étendu au as des systèmes multi-orps mobiles ompliants. Il est a-
pable de résoudre à la fois la dynamique externe du MAV (i.e. les mouvements d'ensemble)
ainsi que la dynamique interne des ouples. Sous l'hypothèse des petites déformations-petits
déplaements de déformation, nous avons hoisi, dans un premier temps, de modéliser les
ailes par une approhe de type repère ottant où leurs déformations sont approximées par
elles d'une poutre linéaire d'Euler-Bernoulli inextensible ave torsion. En aord ave e
hoix, les déplaements de déformation sont paramétrés sur une base de modes supposés
enastrés-libres. Même si ette disrétisation modale permet d'augmenter l'eaité om-
putationnelle des simulations, elle a l'inonvénient d'introduire une forte approximation en
supposant les déformations de l'aile omme linéaires. An de remédier à ette faiblesse, nous
reourrons à un modèle non-linéaire de l'aile basé sur la théorie des poutres géométrique-
ment exates. L'ériture de tel modèle onstitue le point de départ du hapitre suivant dont
l'objet est de présenter une approhe de modélisation plus préise et plus rihe que elle du
repère ottant, à savoir la théorie des poutres Cosserat.

5Modèle dynamique d'un MAV à ailes
souples : une approhe géométriquement
exa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En s'appuyant sur l'approhe du repère ottant et elle de la rédution modale, nous
avons établi, dans le hapitre préèdent (4), les équations gouvernant la dynamique d'un
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orps souple. Qui plus est, le modèle obtenu a été appliqué ave suès au as d'un insete
volant possédant deux ailes souples. Cependant, à la vue de la omplexité omputationnelle
des approhes utilisées, seules les déformations de torsion (des ailes) ont été prises en ompte
tandis que les déformations de exion ont été négligées. An de palier à e manque, dans
e hapitre, nous allons pousser plus en avant nos investigations sur la modélisation des
orps souples en adoptant une approhe de modélisation plus ne et plus préise, -à-d elle
basée sur la théorie des poutres Cosserat. Cette approhe non-linéaire permet de prendre en
ompte les grands déplaements de déformation d'un orps souple sans ommettre auune
approximation géométrique sur les rotations. Le modèle ainsi obtenu sera dit géométrique-
ment exat et intégré dans un algorithme réursif dit hybride (-à-d résolvant les problèmes
inverse et direte de la dynamique), permet de simuler la déformation 3D des ailes d'un
MAV tout en alulant sa dynamique de vol.
5.1 Dénition du problème
Nous nous proposons dans ette setion de rappeler et d'introduire le ontexte générale
de modélisation hoisi.
5.1.1 Modèle dynamique des systèmes multi-orps souples et mo-
biles
Nous onsidérons, ii, le as de tous les systèmes multi-orps mobiles à struture ar-
boresente (que nous noterons par la suite, dans e hapitre, MMS : Mobile Multi-body
System) omme illustrés sur la Fig. 3.1. En aord ave la onvention de numérotation des
orps des approhes de type Newton-Euler (N-E) issues de la robotique (.f. le hapitre 3),
le orps de référene est noté B0 et les N autres orps onstituant le système étudié sont
nommés B1, B2, ..., BN . Les orps sont numérotés de façon roissante du orps de référene
vers les orps se trouvant aux extrémités des branhes de la struture arboresente étudiée.
Dans la suite de e hapitre, nous identierons par les indies j et i respetivement : le
orps ourant et son antéédent a(j) = i dans l'arhiteture arboresente. Aussi, le MMS
sera omposé de orps rigides et de orps souples onnetés entre-eux uniquement par des
liaisons rotoïdes (1 degré de liberté). Le orps de référene B0 est rigide et les orps souples
du MMS peuvent posséder jusqu'à deux artiulations au maximum. L'ensemble des orps
noté I = Ir ∪ Is est omposé de l'ensemble des indies de orps rigides noté Ir et elui
des orps souples notés Is. Les orps rigides sont de formes arbitraires et les orps souples
sont assimilables à des poutres Cosserat de longueur lj (j ∈ Is). Dans une telle théorie
de poutres, haque orps souples du MMS sera onsidéré omme un assemblage ontinu le
long d'une bre moyenne de setions rigides d'épaisseur innitésimale formant un milieu
mono-dimensionnel dit Cosserat [47℄. Chaque setion transverse sera étiquetée par son abs-
isse notée X et la onguration non-déformée du orps souple sera onsidérée omme elle
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Figure 5.1  Paramétrage d'un orps souple onstitutif du MMS étudié.
où le orps est droit et aligné le long de l'axe (o−j , s
−
j ) (.f. le orps en pointillé sur la Fig. 5.1).
En aord ave les hypothèses de modélisation introduites i-dessus, les ongurations
respetives (relativement à un repère galiléen de référene noté Fe = (oe, se, ne, ae)) des orps
rigides et souples sont dénies par gj ∈ G, j ∈ Ir et gj(.) : X ∈ [0, lj] 7→ gj(X) ∈ G, j ∈ Is.
Ave un tel paramétrage, la formulation générale de la dynamique du système étudié est
omposée des équations de N-E pour les orps rigides, -à-d pour ∀j ∈ Ir : Mj η˙j = ad
T
ηj
(Mjηj) + fext,j + Fj −
∑
k
AdTgk,jFk ,
g˙j = gjηj ,
(5.1)
où k est l'indie du orps suesseur au orps Bj , Fj est la fore appliquée au travers de
l'artiulation j par le orps Bi sur le orps Bj , fext,j est le veteur des fores de ontat et
de volume appliquées sur Bj ; et les équations aux dérivées partielles de Reissner pour les
orps souples (modélisés par les poutres Cosserat), -à-d pour ∀j ∈ Is
1
:{
Mj η˙j = ad
T
ηj
(Mjηj) + f ext,j + Λ
′
j − ad
T
ξj
(Λj) ,
g˙j = gjηj ,
(5.2)
1
Le "prime" dénote la dérivée matérielle ∂/∂X .
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omplétées des onditions aux bords :
Λj(0) = −Fj , et Λj(lj) = Fk , (5.3)
où f ext,j est le hamp linéique des fores de ontat et de volume appliquées sur Bj , ad
T
ξ (.) et
adTη (.) sont les matries de transport de torseurs entre deux setions transverses inniment
prohes lesquelles sont séparées en espae et en temps par les transformations rigides (1 +
ξdX) et (1+ηdt) où nous avons introduit respetivement η = g−1g˙ ∈ g la vitesse des setions
transverses et ξ = g−1g′ ∈ g, le hamp de déformations le long de la poutre. D'un point de
vue dual, Λ(X) ∈ g∗ représente physiquement le torseur des fores internes appliquées "de
gauhe à droite" par la setion X sur la setion X + dX . Λ peut être interprété omme la
ontrainte liée à la déformation ξ au travers d'une loi de omportement pouvant s'érire :
∀X ∈ [0, l] : Λ(X) = f(X, ξ(X), ξ˙(X)), (5.4)
ou alternativement, Λ(.) peut être aussi déni omme le hamp des multipliateurs de La-
grange forçant l'ensemble des ontraintes internes et dont la forme générale est :
∀X ∈ [0, l] : ξ(X) = ξd(X) , (5.5)
où ξd(.) est généralement imposé par la inématique interne de la poutre, mais aussi par
extension, peut être déni par une loi temporelle de ommande
2
. Dans la suite de e ha-
pitre, les ontraintes internes nous permettront, par exemple, de remplaer la inématique de
Reissner initialement hoisie, par elle de Kirhho où le isaillement transverse est négligé,
d'imposer l'inextensibilité d'un orps souple ou enore de hoisir n'importe lesquelles des
inématiques oertes en ombinant les six omposantes de ξ. Il est important de noter que,
dans e hapitre et par voie de onséquene dans le modèle proposé, les omposantes de ξ se-
ront réglées par un jeu de ontraintes inématiques et de lois rhéologiques de omportement.
Enn, sur haune des artiulations du MMS, la omposition des transformations géo-
métriques (.f. Fig. 5.2) permettant de passer d'un orps à un autre, s'érit sous la forme
générale suivante :
g−j = g
+
i gaj (rj) , (5.6)
où g+i ∈ G dénie la onguration du dernier repère F
+
i attahé au orps Bi, g
−
j ∈ G dénie
la onguration du premier repère F−j attahé au orps Bj , et gaj est une transformation
onnue et fontion de la variable artiulaire rj (l'indie a signie "artiulaire"). Remarquons
que dans le as où Bj est rigide seul le repère F
+
j = F
−
j = Fj est néessaire à la desription
de Bj tandis qu'alors g
+
j = g
−
j = gj et gaj (rj) = gj,i.
2
Dans e as, la poutre de Reissner peut-être utilisée omme un modèle de robot hyper-redondant rigide.
Le leteur trouvera dans [35℄ de plus amples informations sur e sujet.
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Figure 5.2  Composition des transformations géométriques entre orps suessifs.
5.1.2 Dénition du problème de dynamique
En onsidérant les hypothèses de la sous-setion 5.1.1, nous allons à présent adresser le
problème de dynamique suivant : onnaissant à haque instant t d'une boule temporelle
d'intégration (numérique), l'état du MMS étudié (-à-d (g0, η0, r, r˙)) ainsi que les aéléra-
tions r¨ ou les ouples τ appliqués aux artiulations ; le problème de dynamique traité onsiste
à aluler l'aélération du orps de référene η˙0 (liée au mouvement rigide du MMS par
rapport au référentiel galiléen Fe) ainsi que les ouples τ des artiulations dont les aélé-
rations r¨ sont imposées, et les aélérations r¨ des artiulations dont les ouples τ sont xés.
Ce problème générale est un problème de dynamique dit mixte (-à-d mixant les problèmes
direte et inverse de la dynamique) se réduisant en un problème inverse ou direte respe-
tivement quand tous les mouvements artiulaires ou tous les ouples internes sont imposés.
Dans sa forme générale, e problème se révèle être un problème de dynamique des systèmes
multi-orps exibles et omme tel peut être abordé et traité à l'aide des deux approhes
suivantes et fréquemment utilisées dans e as, -à-d : l'approhe du repère ottant dont le
leteur trouvera de plus amples détails et une appliation au as du vol battant au hapitre
4, et l'approhe géométriquement exate que nous proposons de poursuivre ii. Cependant,
avant de présenter la méthode originale de résolution du problème de dynamique évoqué
i-dessus et basée sur l'approhe géométriquement exate, nous allons introduire brièvement
ette dernière.
142Chapitre 5. Approhe géométriquement exate pour la dynamique des MAVs ompliants
5.2 L'approhe géométriquement exate
5.2.1 Paramétrisation de l'approhe géométriquement exate
Par ontraste ave l'approhe du repère ottant (.f. le hapitre 4), dans l'approhe géo-
métriquement exate, née dans les années 1980 sous l'impulsion de J.C. Simo [154, 155℄, les
déformations des orps souples ne sont pas dissoiées du mouvement rigide d'ensemble du
système étudié. En onséquene de quoi, le problème peut-être diretement résolu sans re-
ours à une déomposition du hamp des transformations géométriques gj(.) (lequel se réduit
à la transformation "pontuelle" gj dans le as rigide). An de résoudre les équations aux
dérivées partielles de Reissner (5.2) dérivant pour rappel la dynamique d'un orps souple de
type poutre, J.C. Simo proposa d'appliquer la méthode des éléments nis (FEM). Pour rap-
pel, ette dernière est utilisée pour la résolution des problèmes non-linéaires en dynamique
des strutures. Dans e as, la forme forte (5.2) est premièrement remplaée par sa forme
faible issue des travaux virtuels, et deuxièmement omplétée par les ontraintes holonomes
(imposées par les liaisons artiulaires) (5.6). En utilisant un shéma impliite (préditeur-
orreteur) d'intégration numérique de type Newmark, et ensemble d'équations peut être
mis sous la forme d'un système algébrique non-linéaire lequel peut être linéarisé à l'aide de la
seonde variation issue du alul variationnel. Puis, e système linéarisé (sous les ontraintes
inhérentes au shéma d'intégration numérique) est résolu via la méthode de Newton an
de orriger l'itération préditive du shéma de Newmark jusqu'à atteindre la onvergene.
En exploitant les propriétés du alul variationnel sur un groupe de Lie (ii en l'ourrene
elles relatives à SO(3)), l'approhe ne requière auune approximation (en l'ourrene géo-
métrique sur les rotations), exeptées les inévitables approximations numériques imposées
par les disrétisations spatiale (méthode des éléments nis) et temporelle (shéma numérique
aux diérenes nies). C'est pour toutes es raisons que J.C. Simo qualia ette approhe
de "géométriquement exate", une terminologie, aujourd'hui, assez répandue, mais souvent
itée sans onsiene de ses origines. Dans la suite de ette setion, nous proposerons une
solution alternative aux travaux de J.C. Simo pour résoudre le système d'équations (5.2).
Tout omme la FEM de J.C. Simo, ette solution est de nature géométriquement exate
mais basée sur la formulation de N-E de la robotique [93, 29, 11℄.
5.2.2 Modèle de Newton-Euler d'un système multi-orps souple et
mobile : une approhe géométriquement exate
La solution proposée est basée sur la remarque suivante : les équations aux dérivées
partielles de Reissner ne sont rien d'autre qu'une version ontinue des équations d'équi-
libre de N-E d'un système multi-orps. Pour se onvainre de ei, une image simple est
de onsidérer les setions transverses d'une poutre omme un assemblage de orps rigides
d'épaisseur innitésimal onnetés entre-eux par des artiulations transmettant des fores
internes entre les setions et ei tout le long de la poutre. De e point de vue, les équations
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aux dérivées partielles (5.2) peuvent être réérites sous la forme d'un système d'équations
diérentielles du premier ordre en espae où, en aord ave le point de vue Lagrangien de
la méanique des milieux ontinus, la variable d'espae X s'apparente à un indie ontinu
étiquetant les setions transverses (-à-d l'équivalent ontinu de l'indie j se trouvant dans
(5.1)). En onséquene de quoi, il sut d'ajouter à (5.1), pour tous les indies j ∈ Is, la
version ontinue de la inématique dite direte :
g′j = gjξj, (5.7)
pour obtenir une généralisation du modèle de N-E des systèmes multi-orps disrets au
as des systèmes ontenant des orps rigides et des poutres de Cosserat. En partiulier,
la double dérivation du modèle ontinu des transformations géométriques (5.7) donne les
modèles ontinus des vitesses et des aélérations. Finalement, le modèle de N-E dans le
ontexte de l'approhe géométriquement exate peut s'érire dans le as général omme
suit :
• le modèle de N-E des orps (pour tous les orps j ∈ I) :
si j ∈ Ir :
Mj η˙j = ad
T
ηj
(Mjηj) + fext,j + Fj −
∑
k
AdTgk,jFk , (5.8)
si j ∈ Is :
Mj η˙j = ad
T
ηj
(Mjηj) + f ext,j + Λ
′
j − ad
T
ξj
(Λj) ; (5.9)
• le modèle des transformations géométriques (pour tous les orps j ∈ I) :
si j ∈ Ir :
gj = g
+
i gaj , (5.10)
si j ∈ Is :
g′j = gj ξj ; (5.11)
• le modèle des vitesses (pour tous les orps j ∈ I) :
si j ∈ Ir :
ηj = Adgj,iηi + Aj r˙j , (5.12)
si j ∈ Is :
η′j = −adξjηj + ξ˙j ; (5.13)
• le modèle des aélérations (pour tous les orps j ∈ I) :
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si j ∈ Ir :
η˙j = Adgj,i η˙i + νj , (5.14)
si j ∈ Is :
η˙′j = −adξj η˙j − adξ˙jηj + ξ¨j . (5.15)
Dans les équations i-dessus, (5.10)-(5.11) sont déduits de (5.6) en tenant ompte du fait
que omme Bj est rigide nous avons g
−
j = gj . De même, remarquons que g
+
i = gi si Bi est
rigide et que g+i = gi(li) si Bi est souple. Une fois omplété par les lois de omportement (5.4)
ou les ontraintes internes (5.5) liées à la inématique de poutre hoisie, les équations (5.8)-
(5.15) dénissent une forme alternative et mixte (disret et ontinu) du modèle (5.1,5.2,5.6)
des systèmes multi-orps mobiles et souples introduit préédemment. Idéalement, nous ai-
merions résoudre un tel modèle ave une version ontinue des algorithmes direte et inverse
des systèmes multi-orps disrets [57, 93℄. Un tel algorithme a été proposé par F. Boyer et
al. dans [35, 31℄ pour résoudre la dynamique inverse d'un robot à haîne simple et ontinue.
Dans et algorithme appelé algorithme maro-ontinu, à haque itération d'une boule tem-
porelle d'intégration, les aélérations des déformations internes sont imposées (au travers
de ontraintes de la forme (5.5) où ξd est l'entrée de ommande et une fontion du temps),
puis sont intégrées à l'aide d'équations diérentielles du premier ordre remplaçant les réur-
renes usuelles (sur les indies des orps) de l'algorithme réursif et disret de N-E proposé
par Luh et al. dans [171℄. Après intégration, l'algorithme proposé permet de aluler l'aé-
lération d'ensemble (ou rigide) du système modélisé η˙0 et les fores (ou ontraintes) internes
Λ. Cet algorithme a été utilisé ave suès en bio-robotique, pour l'étude de la nage des
poissons [35℄, la reptation des serpents [31℄ et l'étude du vol battant hez les insetes [18℄.
Cependant, dans le as qui nous onerne, le hamp des aélérations de déformation ξ¨j est
inonnu et le hamp des fores et ouples internes Λj est réglé par des lois de omportement
fontion des paramètres physiques des matériaux onstituant les orps souples. Dans un tel
as, à haque itération de la boule de temps évoquée plus haut, les ontraintes internes Λj
sont réglées par l'état de déformation (ξj, ξ˙j) au travers de lois de omportement tandis que
les aélérations ξ¨j (j ∈ Is) doivent être alulées par une version ontinue de l'algorithme
direte disret de N-E proposé par Featherstone [66℄. Malheureusement, aujourd'hui un tel
algorithme direte n'a pu être enore établi dans le as ontinu. An de faire fae à e
manque, nous proposons ii de disrétiser les poutres Cosserat modélisant les orps souples
de notre système multi-orps en les approximant haune par un ensemble de orps rigides
de longueur nie onnetés entre-eux par des artiulations passives et disrètes modélisant
le hamp des déformations de la poutre disrétisée (qu'il soit déni par des ontraintes ou
par une loi de omportement). Cette disrétisation est onsistante dans le sens où quand
l'ensemble des orps disrets de longueur nie tend vers l'ensemble inni (et ontinu) des
setions transverses des poutres Cosserat, le modèle de N-E disret tend vers les équations
aux dérivées partielles de Reissner. En appliquant e proessus de disrétisation à toutes
les poutres du système étudié, et en relabélisant l'ensemble des orps rigides omme évoqué
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Figure 5.3  Synoptique de l'algorithme hybride proposé.
dans la sous-setion 5.1.1, le modèle ontinu (5.9),(5.11),(5.13) et (5.15) (disret-ontinu)
est remplaé par le modèle usuel de N-E des systèmes multi-orps (rigides) à struture
arboresent. Nous nous proposons dans la prohaine setion de présenter et algorithme.
5.3 L'algorithme hybride
5.3.1 Prinipe de l'algorithme
Cet algorithme mixte permet de résoudre les dynamiques direte et inverse de tout MMS
non-ontraints omprenant possiblement des orps souples modélisés par des poutres Cos-
serat. Plus préisément, onnaissant l'état ourant du MMS modélisé, l'algorithme proposé
alul, à haque itération (pas de temps) d'une boule de temps, les fores internes ou les
aélérations artiulaires respetivement si les aélérations ou les fores sont imposées
3
.
Basé sur une intégration temporelle des aélérations ourantes (internes et externes), l'al-
gorithme met à jour l'état avant réitération (.f. le synoptique de l'algorithme sur la Fig.
5.3). Ces diérentes étapes de alul sont réalisées à l'aide de trois réurrenes sur les in-
3
Notons que es fores sont approximées en fontion de l'état ourant au travers de lois rhéologiques de
omportement lié à la physique des matériaux onstituant le système étudié.
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dies des orps. La première réurrene est une réurrene dite avant (allant du orps de
référene vers les orps se trouvant aux extrémités des branhes de la struture arboresente
étudiée), sur les variables dépendant de l'état, et néessaires aux aluls subséquents. Elle
est poursuivie par une réurrene arrière (allant des extrémités des branhes jusqu'au orps
de référene), laquelle alule la matrie des inerties généralisées M+0 ainsi que le veteur
des fores généralisées
4F+0 . Notons que es deux grandeurs physiques sont exprimées dans
le repère F0 et alulées en onsidérant la onguration ourante omme étant gelée. Aussi
ette matrie et e veteur font référene au onept de orps augmenté tel qu'introduit
dans l'algorithmique de N-E de la robotique [57, 11℄. Une fois, es opérateurs alulés, ils
permettent de aluler l'aélération d'ensemble du MMS :
η˙0 =
(
M+0
)−1
F+0 . (5.16)
Une fois les aélérations rigides η˙0 onnues, elles sont utilisées pour initialiser la dernière
réurrene avant, dédiée aux aluls des aélérations respetives de haun des orps et des
ouples et fores internes. Il est à noter que es grandeurs physiques ne sont rien d'autre que
les sorties attendues permettant de mettre à jour les états (interne et externe) du système
(par intégration temporelle) avant d'inrémenter le temps et de débuter l'itération suivante.
Avant de proéder aux détails des trois réurrenes présentées préédemment, introdui-
sons la variable booléenne suivante :
∀j, bo(j) =
{
1 si r¨j(t) est imposée, τj(t) est inonnu,
0 si τj(t) est imposé, r¨j(t) est inonnue,
(5.17)
dénissant le type (atif ou passif) de l'artiulation j. Notons que si l'artiulation est le
résultat de la disrétisation du hamp des déformations de la poutre, nous aurons nées-
sairement bo(j) = 0, tandis que si elle-i est une artiulation "réelle" du système, nous
pourrons avoir bo(j) = 1 ou bo(j) = 0 selon que si le mouvement ou le ouple artiulaire est
imposé.
5.3.2 La première réurrene avant
Connaissant l'état ourant (g0, η0, r, r˙), la première réurrene de l'algorithme proposé
s'érit omme suit :
Pour j = 0 à j = n faire :
• Caluler :
 les transformations géométriques gj à partir de (5.10) ;
 les vitesses ηj à partir de (5.12) ;
 les aélérations de Coriolis et entrifuges νj à partir de (3.40) ;
4
Ce veteur inlut les fores externes et d'inertie agissant sur le MMS.
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 les matries d'inertie (6× 6) des orps rigides Mj dénies par :
Mj =
(
Mj13 −M̂Sj
M̂Sj Ij
)
, (5.18)
oùMj ,MSj and Ij sont respetivement la masse, le veteur des premiers moments
d'inertie et le tenseur d'inertie du orps j ;
 les fores de Coriolis et entrifuge fin,j :
fin,j = ad
T
ηj
(Mjηj) ; (5.19)
 les fores extérieures fext,j .
• Initialiser les matries des inerties généralisées et les veteurs des fores généralisées :
M+j = Mj ; (5.20)
F+j = fin,j + fext,j . (5.21)
Fin Pour.
Remarque : Le alul de fext,j dépend du problème étudié.
5.3.3 La réurrene arrière
Pour j = n à j = 1, la réurrene arrière onsiste à aluler :
• Si bo(j) = 1 :
M+i = M
+
i + Ad
T
gj,i
M+j Adgj,i ;
F+i = F
+
i + Ad
T
gj,i
M+j (Aj r¨j + νj) + F
+
j .
• Sinon (Si bo(j) = 0) :
Hj = A
T
jM
+
j Aj ;
K = M+j −M
+
j (AjH
−1
j A
T
j )M
+
j ;
α = Kνj +M
+
j AjH
−1
j (τj −A
T
j F
+
j ) + F
+
j ;
M+i = M
+
i + Ad
T
gj,i
KAdgj,i ;
F+i = F
+
i + Ad
T
gj,i
α .
• Fin.
Fin Pour.
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5.3.4 La seonde réurrene avant
Pour j = 1 à j = n, la seonde réurrene avant onsiste à aluler :
η˙j = Adgj,i η˙i ;
• Si bo(j) = 1 :
η˙j = η˙j + Aj r¨j + νj ;
τj = Aj(M
+
j η˙j + F
+
j ) .
• Sinon (Si bo(j) = 0) :
r¨j = H
−1
j (τj −A
T
j (M
+
j (η˙j + νj) + F
+
j )) ;
η˙j = η˙j + Aj r¨j + νj .
• Fin.
Fin Pour.
5.4 Appliations numériques
Nous nous proposons dans ette setion d'appliquer l'algorithme présenté à la setion
5.3 au as du vol battant.
5.4.1 Desription du système
Poursuivant l'étude réalisée au hapitre 4, nous onsidérons ii le as d'un robot volant à
ailes battantes bio-inspiré des insetes : MAV. Celui-i est omposé d'un thorax et de deux
ailes souples de forme elliptique et haune onnetée à e premier par une liaison rotoïde à 1
ddl. Le thorax (onsidéré omme orps de référene) est modélisé par un solide rigide tandis
que les ailes sont assimilées à des poutres Cosserat de longueur l. La inématique interne
de es poutres est réglée par un jeu de ontraintes inématiques et de lois rhéologiques de
omportement. En eet, les déformations de isaillement transverse, de tration-ompression
le long du bord d'attaque et de exion dans le plan de l'aile sont forés (par des ontraintes)
à zéro, tandis que les déformations de torsion le long du bord d'attaque et de exion dans
le plan perpendiulaire à la voilure sont gouvernées par des lois de déformation de type
viso-élastique. Malheureusement, omme évoqué préédemment, n'ayant pas d'algorithme
direte ontinu pour résoudre un tel problème, nous nous proposons de disrétiser les poutres
Cosserat par un assemblage de orps rigides de longueur nie et onnetés entre-eux par
des artiulations rotoïdes (à 1 ddl), passives et disrètes (.f. la Fig. 5.4). Ces dernières
modéliseront, par la suite, les déformations de torsion et de exion des ailes du MAV. La
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Figure 5.4  Proessus de disrétisation des ailes souples du robot volant étudié.
disrétisation d'une aile (où poutre) onsiste à subdiviser ette dernière en M tronçons de
longueur lj = l/M (le long du bord d'attaque). Chaque tronçon est onstitué de l'assemblage
sériel et disret : d'une liaison rotoïde de torsion, d'un orps rigide sans inertie et masse,
d'une liaison rotoïde de exion et d'un solide rigide ou élément de voilure reprenant les
dimensions et les inerties du tronçon onsidéré. Une fois la disrétisation réalisée, le MAV
modélisé aura N = 4M + 1 orps et 4M artiulations rotoïdes. Pour illustrer ei, nous
avons représenté sur la Fig. 5.5, un MAV dont les ailes sont disrétisées à l'aide de M = 2
tronçons.
Poursuivant les onventions de numérotation des approhes de type N-E (.f. la sous-
setion 5.1.1) et en aord ave les Fig. 5.6(a)-(), le thorax est noté B0 et les solides
rigides onstituant l'aile droite et l'aile gauhe sont nommés respetivement B1,B2, ...,B2M
et B2M+1,B2M+2, ...,B4M . Le orps B0 est un ellipsoïde dont les demi-axes sont de dimensions
a, b et c (respetivement selon les axes portés par les veteurs s0, n0, et a0 du repère attahé à
B0) et de masse volumique ρt. Il est à noter que les ailes sont attahées à B0 à une hauteur αc
du entre de masse du thorax. Comme évoqué préédemment, les orps j = {1, 3, ..., 4M−1}
sont sans inertie et masse. D'un point de vue fontionnel, es orps ont pour rle premier
de lier les deux artiulations rotoïdes onstituant haque tronçon. Enn, les éléments de
voilure, -à-d les orps j = {2, 4, ..., 4M}, sont de longueur lj (selon l'axe porté par aj),
de orde cj (selon l'axe porté par nj), d'épaisseur E (selon l'axe porté par sj) et de masse
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Figure 5.5  Vues de fae et de dessus d'une onguration à N = 9 orps, -à-d pour
M = 2 tronçons par aile.
volumique ρw. Il est à noter que la orde cj dépend de la position Xj du tronçon le long du
bord d'attaque (en partant du thorax). La orde cj est dénie omme suit :
cj = C
√
1−X2j /l
2
,
où C est la orde des ailes du MAV aux emplantures (Xj = 0).
En e qui onerne les artiulations du système étudié, elles sont de deux types : ative et
passive. Les artiulations numérotées 1 et 2M+1 sont ationnées (bo(1) = 1 et bo(2M+1) =
1) et génèrent le mouvement de battement aratéristique des ailes des insetes pratiquant
le vol battant tels les sphinx Mandua Sexta (.f. setion 1.5). Sur la base de la littérature
en biologie expérimentale [175℄, le mouvement imposé à es deux artiulations est réglé par
la loi de ommande suivante :
r¨j =
{
−Aω2 cos(ωt) , si j = 1 ,
Aω2 cos(ωt) , si j = 2M + 1 ,
où A et ω sont respetivement l'amplitude et la pulsation de battement. Quant aux autres
artiulations du système, elles sont toutes passives. Dans es onditions, les aélérations
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(a) L'aile gauhe. (b) L'aile droite.
() Le thorax.
Figure 5.6  Paramétrage du système.
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de déformation r¨j sont inonnues (∀j, j 6= 1, 2M + 1) et les ouples artiulaires τj sont
imposés au travers de lois de omportement fontion de l'état (disret) de déformation, -
à-d (rj , r˙j). Plus préisément, les ouples artiulaires imposés aux artiulations numérotées
j = {3, 5, ..., 2M − 1} et j = {2M + 3, 2M + 5, ..., 4M − 1} modélisant les déformations de
torsion des ailes sont réglés par la loi viso-élastique suivante :
τj = −kT,jrj − µT r˙j ,
ave :
kT,j = k
1
T +
Xj
l
(k2T − k
1
T ) ,
où k1T et k
2
T sont respetivement les raideurs de torsion de l'aile à l'emplanture et au sau-
mon tandis que µT est l'amortissement struturel de torsion. Enn, les ouples artiulaires
imposés aux artiulations numérotées j = {2, 4, ..., 2M} et j = {2M + 2, 2M + 4, ..., 4M}
modélisant les déformations de exion des ailes sont régis par :
τj = −kF,jrj − µF r˙j ,
ave :
kF,j = k
1
F +
Xj
l
(k2F − k
1
F ) ,
où k1F et k
2
F sont respetivement les raideurs de exion de l'aile à l'emplanture et au saumon
alors que µF est l'amortissement struturel de exion.
5.4.2 Modèle des fores extérieures
Le système étudié ayant été déni, préisons à présent le modèle des fores extérieures
(de ontat et de volume) hoisi pour e problème de dynamique. Celui est le suivant :
fext,j = fg,j + faero,j , (5.22)
où fg,j est le veteur (6 × 1) des fores de gravité appliquées sur le orps j et faero,j est le
veteur (6×1) des fores aérodynamiques. Conernant e dernier, elui-i est déni non-nul
uniquement sur les orps disrétisant les ailes du MAV étudié. Aussi, dans et exemple,
nous distinguons deux types de fores aérodynamiques. Le premier est onstitué des fores
de réation dites instationnaires, produites par l'aélération du uide autour de la voilure
et appelées fores de masse ajoutée tandis que le seond type est omposée des fores de
réation stationnaire dues au isaillement du uide dans la ouhe limite de l'aile et à
la irulation rotationnelle (.f. hapitre 4). Sur la base de ette desription sommaire, le
veteur (6× 1) des fores aérodynamiques faero,j s'érit omme suit :
faero,j = fadd,j + fstat,j , (5.23)
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Figure 5.7  Vue shématique du uide bordant latéralement le orps j, ii, assimilé à un
élément de voilure de l'aile droite du MAV étudié.
où fadd,j et fstat,j sont respetivement le veteur (6 × 1) des fores de masse ajoutée et le
veteur (6× 1) des fores stationnaires.
Une manière simple, pour obtenir l'expression des fores de masse ajoutée, est de réaliser
le bilan de quantité de mouvement du volume de uide bordant un élément de voilure (ou
tronçon). Pour e faire, nous onsidérons, pour ette démonstration, le uide omme étant
parfait et l'éoulement potentiel. En raison du fort rapport d'aspet des ailes (longueur /
épaisseur), l'éoulement 3D autour de haune d'entre elles peut être approximé par en
empilement le long du bord d'attaque d'éoulements potentiels 2D. En raison de ette ré-
dution inématique, prenant ses origines de la théorie des orps mines de M. Munk [118℄,
le volume 3D de uide est remplaé par un milieu mono-dimensionnel de tranhe de ma-
tière. Comme illustré sur la Fig. 5.7, si nous notons par X l'absisse urviligne de la setion
transverse Cj(X) du orps solide j le long du bord d'attaque, une tranhe de uide est
dénie omme le volume de matière ontenu à haque instant dans la setion géométrique
Sj(X) laquelle prolonge Cj(X) dans la uide. Comme l'éoulement est potentiel, le hamp
2D des vitesses des partiules ontenues dans Sj(X) est réglé par l'équation 2D de Laplae
assoiée aux onditions aux limites imposées par le mouvement de Cj(X) et elles liées à
l'état du uide à l'inni. Sur la base de es hypothèses, nous pouvons à présent formuler
le bilan de quantité de mouvement du uide bordant latéralement un élément de voilure
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de notre MAV an d'obtenir une expression exploitable numériquement de fadd,j . A ette
n, rappelons que pour un volume de ontrle donné ontenant de la matière, les équations
de N-E spéient l'équilibre entre les fores et moments extérieures exerés au travers des
frontières du volume de ontrle sur la matière et la dérivation temporelle des quantités (ré-
sultante et moment) inétiques (.f. [44℄). Dans le as nous intéressant ii, nous onsidérons
le uide bordant Bj , -à-d le uide ontenu entre les deux tranhes géométriques Sj(0) et
Sj(lj). A e volume isolé, les fores extérieures appliquées sont fadd,j que nous reherhons
et deux fores de pression appliquées au travers de Sj(0) et Sj(lj), lesquelles en raison de
la ontinuité géométrique des tronçons des ailes s'annulent de prohe en prohe. Ainsi, en
appliquant la loi de Newton et le théorème d'Euler à e volume de uide, nous obtenons :
fadd,j =
∂
∂t
(
Pf,j
Σf,j
)
+
(
0
Vj × Pf,j
)
, (5.24)
où Pf,j et Σf,j sont respetivement la résultante et le moment inétique du volume de uide
ontenu entre les deux tranhes géométriques Sj(0) et Sj(lj). Ces deux quantités sont égales
à : (
Pf,j
Σf,j
)
=
∫ lj
0
AdTgCp,j
(
Madd 0
0 0
)
ηCpdX ,
où Madd est la matrie de masse ajoutée (4.57) et ηCp est le torseur inématique de Bj au
entre de pression Cp. Après tous aluls faits, (5.24) se résume simplement à :
fadd,j = −Madd,j η˙j + ad
T
ηj
(Madd,jηj) , (5.25)
où Madd,j est le tenseur (6 × 6) des masses ajoutées orrespondant au volume de uide
aélérée par le orps j et déni par :
Madd,j =
(
Mf,j −MˆSf,j
MˆSf,j If,j
)
=
∫ lj
0
AdTgCp,j
(
Madd 0
0 0
)
AdgCp,jdX . (5.26)
Enn, en aord ave les équations (4.44)-(4.49) et (4.53)-(4.55), le veteur des fores
stationnaires fstat,j se déduit de :
fstat,j =
∫ lj
0
AdTgaero,j
(
Fstat + Frot
0
)
dX . (5.27)
Finalement, le veteur fext,j des fores de volume et de ontat appliquées sur le orps j
s'érit omme suit :
fext,j = fg,j −Madd,j η˙j + ad
T
ηj
(Madd,jηj) + fstat,j . (5.28)
Il est à noter que, dans (5.28), fext,j dépend de l'aélération η˙j, laquelle est généralement
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inonnue lors de l'évaluation des fores extérieures par l'algorithme hybride présenté à la
setion 5.3. Cette dépendane néessite un traitement partiulier. En eet, pour ontourner
ette diulté, les équations (5.20) et (5.21) doivent être remplaées respetivement par :
M+j = Mj +Madd,j ,
F+j = fin,j + fg,j + ad
T
ηj
(Madd,jηj) + fstat,j .
5.4.3 Résultats et disussion
Paramètre Unité Valeur Paramètre Unité Valeur
M - 4 ρt Kg/m
3 800
N - 17 ρw Kg/m
3 1400
l m 70× 10−3 A rad 50π/180
C m 31.5× 10−3 ω rad/s 50π
E m 0.1× 10−3 k1T Nm/rad 3× 10
−3
a m 8.5× 10−3 k2T Nm/rad 9× 10
−3
b m 8.5× 10−3 µT Nm.s/rad 1× 10
−5
c m 28× 10−3 k1F Nm/rad 36× 10
−3
α - 0.5 k2F Nm/rad 9× 10
−3
lj m 1.75× 10
−3 µF Nm.s/rad 1× 10
−5
Table 5.1  Paramètres de simulation.
An d'illustrer le fontionnement de l'algorithme présenté à la setion 5.3, nous avons
réalisé une simulation de dynamique de vol. Le robot volant simulé est elui présenté à
la sous-setion 5.4.1 et les valeurs numériques des paramètres sont eux rapportées dans
le tableau 5.1. Pour et exemple, l'algorithme hybride a été programmé sous MATLAB.
Le simulateur développé utilise un intégrateur de type préditeur-orreteur [52℄ (d'ordre 4
pour l'itération de prédition et d'ordre 5 pour l'itération de orretion) pour l'intégration
en temps (ave un pas de temps de 1× 10−5 s) et une méthode de quadrature de Gauss (à
6 points) pour l'intégration spatiale du modèle des fores extérieures déni à la sous-setion
5.4.2. A titre indiatif, ave es modèles, paramètres et outils numériques, nous pouvons
simuler une période de battement de T = 2π/ω = 0.04 s, en 180 s sur un ordinateur
portable réent (CPU Intel Core I7 2.66GHz). Enn, il est à noter que les onditions
initiales ont été hoisies de telle sorte que le mouvement asensionnel du MAV soit presque
"ylique" autour de la vertiale.
Sur la Fig. 5.8, nous avons rapporté, sous la forme d'une série d'instantanés pris à inter-
valle de temps régulier, la dynamique de vol du MAV étudié, après 5 périodes de battement.
Sur es lihés, nous pouvons observer que lors d'un hangement de diretion de battement
(.f. les lihés 0 − 1 et 5 − 6 de la Fig. 5.8 ), un retournement de l'aile est opéré réant
des déformations importantes de torsion et de exion de la voilure. Ces déformations sont
aratéristiques du vol battant et pour omparaison sont similaires à elles observées hez
le sphinx Mandua Sexta sur la Fig. 1.11(b) du hapitre 1. Les gures 5.9 et 5.10 montrent
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Figure 5.8  Vues de fae (plan oronal (oe, ae, se)) et de gauhe (plan sagittal (oe, ne, ae))
d'un yle de battement. Les instantanés (de 0 à 9) sont séparés dans le temps de T/10 .
5.4 Appliations numériques 157
(a) Trajetoire de B0 dans le plan sagittal
(oe, ne, ae).
(b) Angle de tangage de B0 (mesuré autour de l'axe
porté par ae).
Figure 5.9  Trajetoire et orientation dans le plan sagittal (oe, ne, ae).
(a) Vitesse linéaire selon l'axe porté par ae.
(b) Haut : vitesse linéaire selon l'axe porté par ne ;
Bas : vitesse angulaire autour de l'axe porté par ae.
Figure 5.10  Evolution temporelle des vitesses de B0 dans le plan sagittal (oe, ne, ae).
respetivement la trajetoire et les vitesses du MAV dans le plan sagittal. Nous observons,
sur es gures, que le mouvement du robot est asensionnel et quasi ylique.
En e qui onerne les déformations des ailes, elles-i ont été reportées sur la Fig. 5.11.
A titre indiatif, en sommant les angles relatifs de déformation, l'extrémité de haune des
ailes a un mouvement de 82o d'amplitude en torsion et de 78o d'amplitude en exion pour
des déalages de phase respetifs, par rapport au mouvement de battement de référene, de
56o et de 36o. Ces valeurs numériques alulées sont prohes des mesures réalisées en biologie
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(a) Haut : déformation de exion ; Bas : déformation
de torsion.
(b) Haut : vitesse de déformation de exion ; Bas :
vitesses de déformation de torsion.
Figure 5.11  Evolution temporelle des déformations et des vitesses de déformation sur
une période T de battement.
Figure 5.12  Evolution temporelle du ouple de battement τ1 sur une période T .
expérimentale hez l'insete (.f. hapitre 1). Du point de vue de l'ationnement, nous avons
traé sur la Fig. 5.12, l'évolution temporelle sur un yle de battement du ouple interne
néessaire à l'ationnement de l'aile droite (l'évolution temporelle du ouple d'ationnement
de l'aile gauhe est identique). Le ouple maximal alulé est de 14 mNm et est atteint
lors du retournement des ailes. A titre indiatif, la puissane instantanée d'ationnement
est d'environ 1.5 Watt par aile. Enn, la Fig. 5.13 montre les omposantes dans le plan
sagittal des eorts extérieures. L'intensité de la fore vertiale est maximale quand l'angle
de battement est nul et minimale lors du retournement des ailes. Cette observation est en
aord ave la littérature.
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Figure 5.13  Evolution temporelle sur une période de battement des omposantes de
fext = (F
T
ext,M
T
ext)
T
. Haut : fore axiale - Milieu : fore vertiale - Bas : moment de tangage.
5.5 Conlusion
Nous avons présenté dans e hapitre un algorithme hybride pour modéliser des systèmes
multi-orps mobiles à struture arboresente dont les orps souples sont, ontrairement
au hapitre 4, assimilables à des poutres non-linéaires de type Cosserat. Cet algorithme,
dit géométriquement exat, est basé sur une disrétisation onsistante des poutres, en les
approximant haune par un ensemble de orps rigides, de longueur nie et onnetés entre-
eux par des artiulations passives et disrètes. Par e biais, le modèle proposé peut résoudre
à la fois les problèmes inverse et direte de la dynamique. Ainsi, dans le as de l'étude de
la dynamique de vol d'un MAV à ailes battantes bio-inspiré des insetes, un tel algorithme
permet de aluler, tout en tenant ompte des eets des fores aérodynamiques exerées
sur les ailes : 1
o
) la dynamique direte externe, -à-d le mouvement rigide du robot ; 2
o
)
la dynamique inverse interne, -à-d les ouples d'ationnement ; 3
o
) la dynamique direte
interne, -à-d les déformations de la voilure. Qui plus est, dans l'étude illustrative présentée
dans e hapitre, le simulateur développé a fourni, ave une eaité omputationnelle
remarquable, des résultats ohérents ave eux issus de la biologie expérimentale [80, 4℄. En
partiulier, nous avons pu numériquement retrouver la déformée aratéristique observée
hez le sphinx Mandua Sexta lors du retournement de l'aile à la n du yle de battement.
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6.1 Conlusions
Le travail présenté dans e manusrit ontribue au domaine en plein expansion de la
soft robotique. Nous nous intéressons prinipalement à la modélisation de la dynamique de
loomotion des systèmes mobiles multi-orps (MMS) ompliants. Expliitement, à partir de
la onnaissane des mouvements internes du système, nous herhons à aluler ses mou-
vements externes i.e. les mouvements rigides d'ensemble, ainsi que le hamp des ouples
internes. À ette n, nous avons développé une méthodologie Lagrangienne générale per-
mettant de traiter les problèmes de la loomotion ompliante en étendant ertains des outils
mathématiques de la méanique géométrique. En privilégiant l'intuition physique sur le for-
malisme axiomatique rigoureux, nous avons utilisé ette théorie pour établir les équations
de la dynamique des systèmes multi-orps rigides, puis nous l'avons généralisée progressive-
ment au as des systèmes loomoteurs munis d'organes exibles dont les fores de réation
sont possiblement générées par des liaisons non-holonomes. Selon le système étudié, es
exibilités peuvent être distribuées le long des orps, ou bien introduites par des passivités
loalisées vues omme des degrés de liberté internes passifs du système.
En vue de mettre en pratique le alul de la dynamique des soft robots, nous avons
proposé plusieurs algorithmes eaes basés sur une formulation réursive de type Newton-
Euler, ii étendue au as des strutures robotiques arboresentes, inématiquement ontraintes
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ou non, et munies de orps exibles et/ou de degrés de liberté internes loalisés non-
ationnés. Poursuivant des objetifs de ommande et de simulation rapide pour la robo-
tique, es algorithmes onduisent à une programmation aisée et performante du point de
vue omputationnel, permettant ainsi de aluler systématiquement les dynamiques interne
et externe des MMS ompliants.
À titre d'appliation, nous avons d'abord traité quelques exemples de systèmes ontraints,
holonomes et non-holonomes, hoisis pour leur valeur illustrative tels que le pendule mo-
bile, le vélo 3D et le snake-board élastique. Ensuite, nous avons étudié en détail l'un des
systèmes loomoteurs ompliants les plus performants i.e. les miro-engins volants équipés
d'ailes battantes souples bio-inspirées de l'insete. An de dériver les équations gouvernant
la dynamique de es ailes ompliantes, nous avons mis en ÷uvre deux approhes diérentes.
Sous l'hypothèse des petites déformations-petits déplaements de déformation, la première
approhe se base sur la méthode dite du "repère ottant" dont le mouvement de l'aile est
séparé en deux omposantes. La première est dite "rigide" puisqu'elle dérit les mouvements
d'un repère (appelé "repère ottant") attahé à un orps rigide de référene. Quant à la se-
onde omposante, elle mesure les déformations de l'aile par rapport au orps de référene,
ii paramétrées sur une base de "modes supposés" de type enastrés-libres. Dans e ontexte,
l'aile est vue omme une poutre linéaire d'Euler-Bernoulli inextensible ave torsion.
En e qui onerne la seonde approhe (plus ne et plus préise que elle du repère ot-
tant), l'idée poursuivie onsiste à diretement résoudre la dynamique de l'aile et non elle
de son approximation modale. En aord ave e hoix, les mouvements de l'aile sont dire-
tement paramétrés par les transformations nies rigides et absolues d'une poutre Cosserat.
Le modèle non-linéaire ainsi obtenu est dit "géométriquement exat" puisqu'il tient ompte
des grands déplaements de déformation de l'aile sans ommettre auune approximation des
rotations. Ce modèle a été implémenté dans un algorithme réursif dit "hybride" en raison
du fait qu'il est apable de résoudre les problèmes dynamiques inverse et diret de l'aile.
Qui plus est, les fores aérodynamiques générées par l'aile sont déterminées par une
approhe du type "tranhe à tranhe" basée sur le alul des vitesses aérodynamiques loales
ouplées à des modèles analytiques ou semi-empiriques des eorts induits par l'éoulement
de l'air autour de l'aile. L'intérêt de e hoix réside dans la liberté qu'il ore de modéliser
et d'étudier l'inuene de haun des méanismes physiques de génération de portane
indépendamment des autres.
Finalement, dans le ontexte du projet oopératif (ANR) EVA, nous avons proposé un
design d'aile et intégré son modèle aéro-élastique dans l'algorithme réursif général (étendu
au as des MMS ompliants) an de mettre au point un simulateur numérique rapide de
la dynamique du vol muni d'une routine permettant d'avoir un rendu visuel très réaliste.
Ce simulateur est apable de aluler la dynamique externe du robot volant EVA, ainsi
que elle des ouples et eorts internes auxquels les ailes sont soumises. Les simulations
numériques ont été obtenues en utilisant le logiiel Matlab
r
. Ave un proesseur "Intel Core
i 7", Matlab prend environ 10 minutes pour simuler 3 yles de battement. En se basant
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sur notre expériene dans le domaine de la modélisation et la simulation de la dynamique
des MMS, nous estimons que si nous utilisons le language C au lieu de Matlab, le temps
d'exéution de l'algorithme proposé diminuera onsidérablement et le simulateur de vol
sera ompatible ave son usage en temps réel pour des appliations robotiques telles que la
ommande en ligne, la pereption, et.
6.2 Perspetives
Les résultats que nous avons obtenus dans le adre de ette thèse, nous enouragent à
poursuivre ette étude ave plusieurs nouveaux objetifs. Du point de vue de la modélisation,
les équations de mouvement de notre MAV ont été établies en approhant les déformations
de l'aile battante par elles d'une poutre. Ce hoix a été basé sur les résultats provenant de la
biologie expérimentale et indiquant que les déformations d'une aile d'insete sont prinipale-
ment réalisées par le bord d'attaque assimilable à une poutre. Cependant, en toute rigueur,
l'aile est une struture onstituée d'une ne voilure renforée par un reseau de nervures, i.e.
ses déformations orrespondent à elles d'une struture ombinant la géométrie des poutres
et des plaques. Ainsi, les déformations de la voilure ne peuvent être omplètement négligées.
An de tenir ompte de es dernières, nous proposons d'appliquer la méthode des modes
supposés sur une plaque mine soumise à des déformations de torsion et de exion.
Une autre perspetive intéressante onsiste à oupler les modèles de la dynamique du vol
développés dans les hapitres 4 et 5 à un modèle de la dynamique interne du thorax ationné
fourni par nos partenaires du CEA-List et du FANO. Le modèle dynamique du prototype
résultant sera transféré au laboratoire Gipsa-Lab de Grenoble an qu'ils puissent tester
leurs algorithmes de ommande sur le simulateur, et ensuite les implémenter diretement
sur le robot EVA. Ces travaux seront menés en parallèle ave une étude de l'inuene des
passivités introduites par les ailes ompliantes sur la stabilité et la ommande du vol. Le but
sera de déterminer le domaine paramétrique onférant la portane désirée tout en surveillant
le dimensionnement du prototype. Cela peut être eetué en s'appuyant sur l'étude du yle
limite dont la stabilité est assurée de manière robuste par la dissipation interne de l'aile et
externe de l'air.
En e qui onerne le modèle aérodynamique, rappelons ii que l'objetif de ette thèse
n'est pas de reproduire préisément les diérents phénomènes aérodynamiques autour de
l'aile battante ni d'améliorer leur ompréhension, mais bien de les implémenter dans un outil
de simulation rapide de la dynamique de vol. En e sens, des omparaisons ave les eorts
aérodynamiques générés par l'aile du prototype EVA et mesurés sur le ban expérimental
de nos partenaires de l'ISM de Marseille peuvent très bien être envisagées an de alibrer
le modèle aérodynamique utilisé dans ette thèse.
Enn, toujours en ollaboration ave l'ISM, nous voulons dans l'avenir, appliquer l'algo-
rithme inverse à des lms (obtenus par des améras rapides) de sphinx réels en vol station-
naire. L'idée serait alors de reonstruire l'aile (propriétés onstitutives inluses) à partir des
164 Chapitre 6. Conlusion générale et perspetives
mouvements internes extraits de es lms et des mesures de la portane enregistrée par les
apteurs de fores installés sur le ban ou diretement sur des sphinx en vol stationnaire.
Finalement, au-delà du projet EVA, ette thèse ontribue ave d'autres travaux menés
en parallèle sur la nage passive (poissons, éphalopodes) à l'extension d'un orpus théorique
et méthodologique dédié à la loomotion bio-inspirée, au as des systèmes ompliants. Dans
l'avenir, es outils seront mis à prot pour étudier les stratégies exploitées par les animaux
pour aroître leurs performanes en utilisant les déformations et à leur implémentation sur
des robots. En partiulier, les aspets énergétiques, d'aès aisé dans les modèles préédem-
ment proposés, seront étudiés ainsi que eux relatifs à la stabilisation passive d'allure (par la
morphologie) dont l'étude a débuté par l'investigation des yles limites du vol stationnaire.
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BLa dynamique libre du vélo
Les matries intervenant dans la dynamique libre du vélo peuvent être obtenues en utili-
sant l'algorithme réursif proposé dans la setion 3.5. Elles prennent la forme de l'équation
(3.1), ave λ = 0 et :
M =
(
m1 mŝ T
mŝ I
)
, (B.1)
dont le alul requiert les expressions suivantes :
m = 2mw +mo , (B.2)
mŝ T =
 0 mZ0 mw(l3 − l2)−mY0−mZ0 0 mX0
mw(l2 − l3) +mY0 −mX0 0
 , (B.3)
I =
 Ixx Ixy IxzIyx Iyy Iyz
Izx Izy Izz
 , (B.4)
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où :
Ixx = XX0 +mw(l
2
2 + l
2
3) + Iw +XX
Ixy = Iyx = XY +XY0
Ixz = Izx = XZ +XZ0
Iyy = Y Y0 + Iw + Y Y
Iyz = Izy = Y Z + Y Z0
Izz = ZZ + Jw + ZZ0 +mw(l
2
2 + l
2
3) ,
(B.5)
ave :
XX = sα2(Iwc1
2 + Jws
2
1) + Iwcα
2
XY = Y X = sαcα(Iwc1
2 + Jws1
2 − Iw)
XZ = ZX = (Iw − Jw)sαs1c1
Y Y = cα2(Iwc1
2 + Jws1
2) + Iwsα
2
Y Z = ZY = (Iw − Jw)cαs1c1
ZZ = Iws
2
1 + Jwc
2
1 ,
(B.6)
tandis que :
MTp =

0
0
0
−sαs1Jw
−cαs1Jw
Jwc1

, MTa =

0 0
0 0
0 0
cαIw 0
−sαIw 0
0 Jw

, (B.7)
(
mpp mpa
map maa
)
=
 Jw 0 00 Iw 0
0 0 Jw
 . (B.8)
Dans les expressions suivantes nous introduisons également la partition par blos "linéaire-
angulaire" :
(
MTp M
T
a
)
=
(
Mlin
Mang
)
. (B.9)
En e qui onerne membre droit de l'équation (3.1), nous avons :
finert =
(
finert,lin
finert,ang
)
, (B.10)
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ave :
finert,lin = Ω0 ×mV0 + Ω0 × (Ω0 ×ms), (B.11)
finert,ang = ms× (Ω0 × V0) + Ω0 × (IΩ0 +Mang r˙) +
∂I
∂r1
Ω0r˙1 − Jw
 sαc1cαc1
s1
 r˙1r˙2, (B.12)
par ailleurs :
Qa,inert =
1
2
(
ΩT0
∂I
∂r1
Ω0
0
)
+
(
−Jw(sαc1Ω0X + cαc1Ω0Y + s1Ω0Z)r˙1
0
)
(B.13)
Qp,inert = Jwr˙1(sαc1Ω0X + cαc1Ω0Y + s1Ω0Z), (B.14)
où Qp,int peut modéliser la frition introduite par les artiulations des roues. Finalement,
puisque les fores extérieures sont induites uniquement par la gravité, elles peuvent être
déduites diretement à partir de ontexte préédent, en remplaçant V˙0 par le hamp d'aé-
lération terrestre exprimé dans le repère de référene du vélo, i.e. : RTΥ, ave Υ ≃ (0, 0, γ)T .
Ce qui implique :
fext =
(
m1 mŝ T
mŝ I
)(
RTΥ
0
)
=
(
mRTΥ
ms× RTΥ
)
, (B.15)
(
Qp,ext
Qa,ext
)
=
(
Mp
Ma
)(
RTΥ
0
)
=
(
0
0
)
. (B.16)
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Thèse de Doctorat
Ayman BELKHIRI
Modélisation dynamique de la locomotion compliante : Application au vol
battant bio-inspiré de l’insecte
Dynamics modeling of compliant locomotion : Application to flapping flight
bio-inspired by insects
Résumé
Le travail présenté dans cette thèse est consacré à la modélisation
de la dynamique de locomotion des "soft robots", i.e. les systèmes
multi-corps mobiles compliants. Ces compliances peuvent être
localisées et considérées comme des liaisons passives du système,
ou bien introduites par des flexibilités distribuées le long des corps.
La dynamique de ces systèmes est modélisée en adoptant une
approche Lagrangienne basée sur les outils mathématiques
développés par l’école américaine de mécanique géométrique. Du
point de vue algorithmique, le calcul de ces modèles dynamiques
s’appuie sur un algorithme récursif et efficace de type Newton-Euler,
ici étendu aux robots locomoteurs munis d’organes compliants.
Poursuivant des objectifs de commande et de simulation rapide
pour la robotique, l’algorithme proposé est capable de résoudre la
dynamique externe directe ainsi que la dynamique inverse des
couples internes. Afin de mettre en pratique l’ensemble de ces
outils de modélisation, nous avons pris le vol battant des insectes
comme exemple illustratif. Les équations non-linéaires qui régissent
les déformations passives de l’aile sont établies en appliquant deux
méthodes différentes. La première consiste à séparer le mouvement
de l’aile en une composante rigide dite de "repère flottant" et une
composante de déformation. Cette dernière est paramétrée dans le
repère flottant par la méthode des modes supposés ici appliquée à
l’aile vue comme une poutre d’Euler-Bernoulli soumise à la flexion
et à la torsion. Quant à la seconde approche, les mouvements de
l’aile n’y sont pas séparés mais directement paramétrés par les
transformations finies rigides et absolues d’une poutre Cosserat.
Cette approche est dite Galiléenne ou "géométriquement exacte" en
raison du fait qu’elle ne requiert aucune approximation en dehors
des inévitables discrétisations spatiale et temporelle imposées par
la résolution numérique de la dynamique du vol. Dans les deux cas,
les forces aérodynamiques sont prises en compte via un modèle
analytique simplifié de type Dickinson. Les modèles et algorithmes
résultants sont appliqués à la conception d’un simulateur du vol,
ainsi qu’à la conception d’un prototype d’aile, dans le contexte du
projet coopératif (ANR) EVA.
Abstract
The objective of the present work is to model the locomotion
dynamics of "soft robots", i.e. compliant mobile multi-body systems.
These compliances can be either localized and treated as passive
joints of the system, or introduced by distributed flexibilities along
the bodies. The dynamics of these systems is modeled in a
Lagrangian approach based on the mathematical tools developed
by the American school of geometric mechanics. From the
algorithmic viewpoint, the computation of these dynamic models is
based on a recursive and efficient Newton-Euler algorithm which is
extended here to the case of robots equipped with compliant
organs. The proposed algorithm is compatible with control, fast
simulation and real time robotic applications. It is able to solve the
direct external dynamics as well as the inverse internal torque
dynamics. The modeling tools and algorithms developed in this
thesis are applied to one of the most advanced cases of compliante
locomotion i.e. the flapping flight MAVs bio-inspired by insects. The
nonlinear equations governing the passive deformations of the wing
are derived using two different methods. In the first method, we
separate the wing movement into a rigid component (which
corresponds to the movements of a "floating frame"), and a
deformation component. The latter one is parameterized in the
floating frame using the assumed modes approach where the wing
is considered as an Euler-Bernoulli beam undergoing flexion and
torsion deformations. Regarding the second method, the wing
movements are no longer separated but directly parameterized
using rigid finite absolute transformations of a Cosserat beam. This
method is called Galilean or "geometrically exact" because it does
not require any approximation apart from the unavoidable spatial
and temporal discretizations imposed by numerical resolution of the
flight dynamics. In both cases, the aerodynamic forces are taken
into account through a simplified analytical model. The resulting
models and algorithms are used in the context of the collaborative
project (ANR) EVA to develop a flight simulator, and to design wing
prototype.
Mots clés
Soft robotique, micro-robots volants (MAVs), modèle
dynamique de la locomotion, algorithme de
Newton-Euler, mécanique géométrique, repère
flottant, poutre d’Euler-Bernoulli, théorie des poutres
Cosserat.
Key Words
Soft robotics, Micro Aerial Vehicles (MAVs),
locomotion dynamics models, Newton-Euler algorithm,
geometric mechanics, floating frame, Euler-Bernoulli
beam, Cosserat beams theory.
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